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摘　要：针对工业设备快速抓取物件的需求，基于并联机构具有的优点，提出了一种二自由度可快速移动的并联机构。
对该机构的运动学进行分析研究，创建该平面二自由度的运动学模型，利用勾股定理推算出该机构的正反解，继而得到

雅克比矩阵。最后利用杆件约束等条件得到该机构的工作空间。通过ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ和ＭＡＴＬＡＢ仿真软件求正反解验证了
设计的正确性。该并联机构的横向位移较大，满足设计要求。
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　　并联机构是静平台与动平台通过多个运动分支相
互连接起来形成具有多个自由度的整体。并联机构各

个分支相互支撑，刚度强，承载能力大，且由于各个分

支之间相互联系故而定位精度也高，同时并联机构还

具有误差小［１２］等优点。并联机构在工业中的应用非

常广泛，如高速智能柔性并联机械手 Ｄｅｌｔａ机器人，体
积小，工作效率高，特别是在食品加工、分拣包装上有

着非常多的应用。二自由度并联机构相对于其他多自

由度并联机构具有设计和控制维护成本低等优点。国

内外许多学者对这二自由度并联机构进行了大量的研

究，并取得了大量的成果。林协源等［３］研究了一种２

ＰＰＡ二自由度并联机构，用于发光二极管电子封装设
备；孔淑平［４］对二自由度的运动模型、轨迹规划、实体

模型的建造等进行了研究分析；吴伟峰等［５］针对物料

搬运提出了一种横向有较大位移的二自由度并联机

构；李寅翔等［６］对一种有较大横向位移的物料搬运二自

由度机械手进行了标定，提高了定位精度；李秦川等［７］

通过对改变模块化的分支运动链之间的相互结构关系，

研究出了一类可重组的少自由度并联机构；周玉林等［８］

对ＵＰ＋Ｒ球面二自由度机构进行了分析研究。
本课题组提出另一种二自由度移动并联机构。通

过计算推导出该机构的正反解，得到该机构的雅克比
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矩阵，然后算出该机构的工作空间，进而得到该机构的

运动学［９１０］特性。通过这些分析为以后样机制作做了

充分的理论准备。

１　机构简介
该二自由度并联机构示意图如图１所示，整个机

构由定平台、驱动杆以及几个连杆构成。两平行导轨

２放置在固定装置１中，连杆３和连杆６固定在平行
导轨上。四连杆机构４（虚线矩形框内连杆）ｃ，ｄ端分
别固定在连杆３和连杆６上。机械手５固定在四连杆
机构４的下方一个转动副上，并且始终保持竖直。

１—固定装置；２—导轨；３—连杆；４—四连杆机构；

５—机械手；６—连杆。

图１　二自由度并联机构示意图
Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｓｉｍｐｌｅｍａｐｏｆｐａｒａｌｌｅｌ

ｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｉｔｈ２ＤＯＦ

２　二自由度机构的运动学分析
２．１　建立坐标系以及机构正解

图２所示是该机构的坐标系，坐标原点固定在下
面的导轨上。ａ１，ｂ１和ａ２，ｂ２分别固定在上下２个导轨
上。上下２个导轨之间的距离为ｈ。ａ１，ｂ１之间的距离
和ａ２，ｂ２的距离相等，均为ｎ。连杆的长度均为 ｍ。机
械手末端 ｅｆ长度为 ｇ，且 ｅｆ始终垂直向下。ｃ点坐标
为（ｘ１，ｙ１），ｄ点坐标为（ｘ２，ｙ２），ｅ点坐标为（ｘ３，ｙ３），末
端点ｆ的坐标为（Ｘ，Ｙ）。

图２　二自由度并联机构坐标系
Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｓｙｓｔｅｍｏｆｐａｒａｌｌｅｌ

ｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｉｔｈ２ＤＯＦ

正解是已知输入参数求出末端的位置。即已知

ａ１，ａ２的坐标分别为（ｄ１，０），（ｄ２，ｈ），求末端点 ｆ的位
置。根据勾股定理可以得出：

ｙ２１＋（ｘ１－ｄ１）
２＝ｍ２， （１）

（ｘ１－ｄ２）
２＋（ｈ－ｙ１）

２＝ｍ２。 （２）
分别展开两式，式（１）和（２）相减后得：
ｄ２１－２ｄ１ｘ１－ｄ

２
２－ｈ

２＋２ｄ２ｘ１＋２ｈｙ１＝０，

即 ｘ１＝
ｄ２１－ｄ

２
２－ｈ

２

２（ｄ１－ｄ２）
＋ ｈ
ｄ１－ｄ２

ｙ１。

令 ｐ１＝
ｄ２１－ｄ

２
２－ｈ

２

２（ｄ１－ｄ２）
，ｐ２＝

ｈ
ｄ１－ｄ２

，

则 ｘ１＝ｐ１＋ｐ２ｙ１。
代入方程（１），展开后得：
（１＋ｐ２２）ｙ

２
１＋（２ｐ１ｐ２－２ｄ１ｐ２）ｙ１＋ｐ

２
１＋ｄ

２
１－２ｄ１ｐ１－

ｍ２＝０。
令ｐ３＝１＋ｐ

２
２，ｐ４＝２ｐ１ｐ２－２ｐ２ｄ１，ｐ５＝（ｐ１－ｄ１）

２－
ｍ２。

则可以得到ｙ１和ｘ１的解：

ｘ１＝ｐ１＋
－ｐ２ｐ４±ｐ２ ｐ２４－４ｐ３ｐ槡 ５

２ｐ３
；

ｙ１＝
－ｐ４± ｐ２４－４ｐ３ｐ槡 ５

２ｐ３
。

ｘ２，ｙ２和ｘ１，ｙ１的计算方法相同，列出式（３）和式
（４），根据如上的计算方法可推导出ｘ２，ｙ２的解。

（ｈ－ｙ２）
２＋（ｄ２＋ｎ－ｘ２）

２＝ｍ２， （３）
ｙ２２＋（ｄ１＋ｎ－ｘ２）

２＝ｍ２。 （４）
可求得：

ｘ２＝ｑ１＋
－ｐ２ｑ２±ｐ２ ｑ２２－４ｐ３ｑ槡 ３

２ｐ３
；

ｙ２＝
－ｑ２± ｑ２２－４ｐ３ｑ槡 ３

２ｐ３
。

其中：

ｑ１＝
（ｄ１＋ｎ）

２－ｈ２－（ｄ２＋ｎ）
２

２（ｄ１－ｄ２）
，ｑ２＝２ｑ１ｐ２＋２ｐ２·

（ｄ１＋ｎ），ｑ３＝（ｄ１＋ｎ）
２＋ｑ２１＋２ｑ１（ｄ１＋ｎ）－ｍ

２。

由于菱形的边长等长，因此 Δｃｄｅ为等腰三角形。
故ｃｄ的中点坐标（ｘｍ，ｙｍ）为：

ｘｍ＝
ｘ１＋ｘ２
２ ，ｙｍ＝

ｙ１＋ｙ２
２ 。

根据菱形的变化和勾股定理，可得：

（ｙｍ－ｙ１）
２＋（ｘｍ －ｘ１）

２＋（ｙ３－ｙｍ）
２＋（ｘ３ －

ｘｍ）
２＝ｍ２， （５）
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（ｙ３－ｙ１）
２＋（ｘ３－ｘ１）

２＝ｍ２。 （６）
根据ｘ２，ｙ２的方法可求得：

ｘ３＝ｒ２＋
－ｒ１ｒ４±ｒ１ ｒ２４－４ｒ３ｒ槡 ５

２ｐ３
；

ｙ３＝
－ｒ４± ｒ２４－４ｒ３ｒ槡 ５

２ｒ３
。

其中：

ｒ１＝
ｙ１－ｙ２
ｘ２－ｘ１

，ｒ２＝
ｙ２２－ｙ

２
１＋ｘ

２
２－ｘ

２
１

２（ｘ２－ｘ１）
，ｒ３＝１＋ｒ

２
１，ｒ４＝

２ｒ１ｒ２－２ｙ１－２ｘ１ｒ１，ｒ５＝ｒ
２
２－２ｘ１ｒ２＋ｙ

２
１＋ｘ

２
１－ｍ

２。

则：

Ｘ＝ｘ３；
Ｙ＝ｙ３－ｇ。

２．２　位置反解
该并联机构位置反解即为已知末端执行器上动坐

标系原点ｆ的坐标。已知末端点 ｆ的坐标就可以求出
ｅ点的坐标，然后再通过联立方程（１）～（４），便可以求
出ｄ１和ｄ２。
２．３　速度分析

雅克比矩阵主要用于对机器人的速度分析，通过

正反解进行一阶求导得到雅可比矩阵。并联机构的速

度分析可以通过雅克比矩阵来实现。在位置正解中得

到的末端点的表达式，通过对此表达式两端求全微

分［１２］可得：

Ａ
Ｘ·

Ｙ[ ]· －Ｂ
ｄ·１

ｄ·[ ]
２

＝０。

其中： Ｂ＝
１　０( )０　１

，

Ａ＝
Ａ１１　Ａ１２
Ａ２１　Ａ[ ]

２２

。

式中：Ａ１１是Ｘ对ｄ１求一阶偏导；Ａ１２是 Ｘ对 ｄ２求一阶
偏导；Ａ２１是Ｙ对 ｄ１求一阶偏导，Ａ２２是 Ｙ对 ｄ２求一阶
偏导。则速度方程的表达式为：

Ｘ·

Ｙ[ ]· ＝Ｊ
ｄ·１

ｄ·[ ]
２

。

２．４　工作空间分析
计算并联机构的工作空间实际上就是求并联机构

末端执行器能够达到的极限位置所组成的空间。求解

机构的工作空间有很多方法。最常用的一种方法就是

通过给出机构的驱动副的步长，找到所有可行的解，然

后把这些可行的点组合起来就能得到机构的工作空间。

另一种方法只针对比较简单的并联机构，比如二

自由度并联机构。能够通过几何关系确定机构的运动

空间。但是这种方法要考虑很多因素：杆长的限制条

件，运动副位置以及奇异位置等因素。

由于本文中二自由度机构比较简单，所以用第２
种方法可以求得。只需要避免机构到奇异位置就可以

满足要求。具体约束条件为：

ｎ＝１００
ｈ＝１００
ｍ＝５０
ｇ＝５０
２０≤ｄ１≤２００

２０≤ｄ２≤２００

－４８≤ｄ１－ｄ２≤４８

















。

杆长条件限制完毕后，只需要根据几何关系确定

该机构的极限位置，并且其余位置在极限位置里都能

够到达，就能够得到机构的工作空间。求得该机构的

工作空间如图３所示。

图３　二自由度并联机构工作空间
Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｗｏｒｋｓｐａｃｅｏｆｐａｒａｌｌｅｌ
ｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｉｔｈ２ＤＯＦ

３　运动学仿真以及验证
建立该机构的简易 ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ三维模型，在仿真

模块中将正反解条件输入到杆长驱动里面，然后就得

到该机构末端点的运动轨迹。该轨迹如图４所示。

图４　机构的运动轨迹
Ｆｉｇｕｒｅ４　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｍｅｃｈａｎｉｓｍ
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