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基于连续小线段曲率连续全局光顺算法
李　东，张立强，陈　阳

（上海工程技术大学 机械工程学院，上海　２０１６００）

摘　要：小线段所描述的曲线轨迹在相邻线段的转角处，由于在切线方向会发生突变，曲率也不连续，从而导致了刀具加
工中，在通过转角处时会发生速度波动和加速度突变。笔者提出一种基于三次 Ｂ样条插值拟合的连续小线段路径全局
光顺算法，对满足转角和弓高误差约束的连续小线段进行插值拟合，使拟合刀具路径达到Ｇ２连续，从而有效提高进给速
度，改善加工质量，提高加工效率。最后通过仿真实验验证了本文中算法是有效的。
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　　目前，针对复杂曲线曲面的加工，传统加工曲线轨
迹的方法是按照一定的精度要求，将曲线离散成一系

列首尾相接的小线段，来逼近原始刀具的轨迹曲线。

由于该算法简单高效且适用范围广，已经成为曲面加

工的主要流程。随着高速加工技术在现代工业中的发

展，要求数控机床具有高的进给速度和加速度以保证

高的加工效率，但小线段所描述的曲线轨迹在相邻线

段的拐角处，其切线方向会发生突变，曲率也不连续，

这就导致了刀具行进中，在通过拐角处时会发生速度

波动和加速度突变，从而引起工艺系统的振动与冲

击［１］。大量研究表明对连续小线段路径进行光顺是

解决上述问题的有效手段。

针对线性刀具路径的光顺，目前一般使用各种曲

线对现有的轨迹进行合并与调整，以达到一定连续性

条件。按照对刀具路径调整的方式不同，可分为局部

光顺与全局光顺。局部光顺主要通过利用其它曲线来

替代原有线性轨迹中的转角来实现光顺的目的，是一

种广泛使用的方法。简单的过渡曲线包括圆弧［２］、

Ｆｅｒｇｕｓｏｎ曲线［３４］等，采用这种过渡曲线的光顺方法实

现了相邻线段之间的Ｇ１连续。但是，具有Ｇ１连续性的
轨迹仅保证曲线全长范围内的切向连续变化，曲率的

不连续性依然会造成沿轨迹垂直方向的加速度发生突

变，因此，为实现更加平稳的转角过渡，具备Ｇ２以上光
顺性的曲线是更好的选择。常采用的具备 Ｇ２光顺性
的曲线线型包括多项式曲线［５］、Ｂéｚｉｅｒ曲线［６］、

ＰｙｔｈａｇｏｒｅａｎＨｏｄｏｇｒａｐｈ（ＰＨ）曲线［７］、Ｂ样条曲线
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等［８］。研究表明，局部转角光顺可以对任意２条不共
线的相邻线段转角进行光顺，适应性好，但是局部转角

光顺对于短而数量多的密集线段路径和转角很小的平

缓路径进行线性路径光顺时，效果不太明显，而全局光

顺对该２种线性路径光顺处理有优势。任锟等［９］采用

三次多项式曲线对轨迹进行拟合，并依据曲线的曲率

变化动态调整进给速度，以实现自适应插补；

Ｅｒｋｏｒｋｍａｚ等［１０］依据离散点计算出用于曲线构造的边

界条件，利用五次多项式曲线对离散刀位点进行拟合。

Ｙａｕ等人［１１］以连续小线段作为筛选条件，利用 Ｂéｚｉｅｒ
曲线实现相邻三段连续线段的拟合，但这种方法不能

保证２条Ｂéｚｉｅｒ曲线衔接处是否切向连续。Ｗａｎｇ等
人在Ｙａｕ工作的基础上，实现了利用 ＮＵＲＢＳ曲线对
小线段进行在线拟合［１２］。

针对上述问题，笔者提出了一种基于三次 Ｂ样条
插值拟合的连续小线段路径全局光顺算法，对满足转

角和双边弓高误差约束的连续小线段进行插值拟合，

使拟合刀具路径达到 Ｇ２连续，从而有效提高进给速
度，改善加工质量，提高加工效率。

１　Ｇ２连续Ｂ样条全局拟合光顺
１．１　Ｂ样条定义

ｋ次Ｂ样条曲线定义如下：

ｒ（ｕ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
ｄｉＮｉ，ｋ（ｕ），０≤ｕ≤１。 （１）

其中： Ｎｉ，０（ｕ）＝
１，ｕｉ≤ｕ≤ｕｉ＋１
０，否则{ ；

（２）

Ｎｉ，ｋ（ｕ）＝
ｕ－ｕｉ
ｕｉ＋ｋ－ｕｉ

Ｎｉ，ｋ－１（ｕ）＋
ｕｉ＋ｋ＋１－ｕｊ
ｕｉ＋ｋ＋１－ｕｉ＋１

Ｎｉ＋１，ｋ－１（ｕ）；

（３）

Ｕ＝{ }，ｍ＝ｎ＋ｋ＋１。（４）
式中：｛ｄｉ｝是控制点（ｉ＝０，１，…，ｎ），也称为德布尔点，
ｕ是曲线的参数，Ｕ为节点矢量，｛Ｎｉ，ｋ（ｕ）｝为定义在
节点矢量Ｕ上的ｋ次Ｂ样条基函数。

三次Ｂéｚｉｅｒ曲线表达式为
ｒ（ｔ）＝（１－ｕ）３ｄ０＋３ｕ（１－ｕ）

２ｄ１＋３ｕ
２（１－ｕ）ｄ２＋

ｕ３ｄ３。 （５）
１．２　误差约束

在对Ｂ样条曲线拟合前，为了获取更高的加工精
度，需对拟合的连续小线段进行检验，检查是否满足转

角误差θｃｒｉｔｉｃａｌ与弓高误差εｍａｘ的约束。
１）转角约束
如图１所示，ｄｋ－１＝｛ｘｋ－１，ｙｋ－１，ｚｋ－１｝，ｄｋ＝｛ｘｋ，ｙｋ，

ｚｋ｝，ｄｋ＋１ ＝｛ｘｋ＋１，ｙｋ＋１，ｚｋ＋１｝，则相邻线段ｄｋ－１ｄ
→
ｋ与

ｄｋｄｋ
→
＋１的转角为：

θｋ＝ｃｏｓ
－１

ｄｋ－１ｄ
→
ｋ·ｄｋｄｋ

→
＋１

ｄｋ－１ｄ
→
ｋ ｄｋｄｋ

→( )
＋１

。 （６）

为达到拟合曲线对转角的要求，要求θｋ≤θｃｒｉｔｉｃａｌ。

图１　计算双边弓高误差
Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆｂｉｃｈｏｒｄｅｒｒｏｒｓ

２）弓高误差约束
如图１所示，Φ１＋Φ２＝θｋ，２个相邻的小线段长度

分别为 ｌｋ＝‖ｄｋ－１ｄｋ‖，ｌｋ＋１＝‖ｄｋｄｋ＋１‖。采用三点
圆弧法计算弓高误差，可得双边弓高误差δ１和δ２为：

δ１＝Ｒ（１－ｃｏｓΦ１）， （７）
δ２＝Ｒ（１－ｃｏｓΦ２）＝Ｒ（１－ｃｏｓ（θｋ－Φ１））。 （８）

其中：Ｒ＝
ｌｋ

２ｓｉｎΦ１
，Φ１＝ｔａｎ

－１ ｌｋｓｉｎθｋ
ｌｋ＋１＋ｌｋｃｏｓθ( )

ｋ
。

根据式（７）～（８）可计算出相邻弓高误差 δ１和
δ２，要求必须同时小于最大弓高误差 εｍａｘ，若不满足，
则此插补点即为断点，不能进行Ｂ样条拟合。
２　构造Ｇ２连续Ｂ样条全局拟合光顺模型
２．１　构造单位切矢

如图２所示，｛ｄｋ｝，ｋ＝０，…，ｎ，代表ｎ条连续小线

段的端点，采用插值拟合的方法构造出 ｎ条曲线 ｒｋ
（ｕ），ｋ＝１，…，ｎ，近似替代线段 ｄｋ－１ｄｋ，ｄｋ－１和 ｄｋ是 Ｂ
样条曲线ｒｋ（ｕ）的端点。

要将连续小线段拟合成Ｇ２连续的样条曲线，要确
保ｒｋ（ｕ）和 ｒｋ＋１（ｕ）在 ｄｋ处的切矢相同，即达到 Ｇ

１连

续。再根据文献［６］构造端点ｄｋ处的切矢Ｖｋ。
ｑｋ＝ｄｋ－ｄｋ－１，（ｋ＝１，…，ｎ）；

ｑ０＝２ｑ１－ｑ２，ｑ－１＝２ｑ０－ｑ１；

ｑｎ＋１＝２ｑｎ－ｑｎ－１，ｑｎ＋２＝２ｑｎ＋１－ｑｎ
}
。

（９）

Ｖｋ＝（１－αｋ）ｑｋ＋αｋｑｋ＋１，ｋ＝０，…，ｎ。 （１０）
式中：
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图２　构造单位切矢
Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆｔａｎｇｅｎｔｖｅｃｔｏｒｓ

αｋ＝
ｑｋ－１×ｑｋ

ｑｋ－１×ｑｋ ＋ ｑｋ＋１×ｑｋ＋２
，ｋ＝０，…，ｎ。

（１１）
且当ｄｋ－２，ｄｋ－１，ｄｋ，ｄｋ＋１，ｄｋ＋２共线时，分母为零，此

时αｋ取０．５，则Ｖｋ＝０．５·（ｑｋ＋ｑｋ＋１）。
则ｄｋ处的单位切矢Ｔｋ为

Ｔｋ＝
Ｖｋ
｜Ｖｋ｜
，ｋ＝０，…，ｎ。 （１２）

２．２　构造三次Ｂéｚｉｅｒ曲线
采用三次Ｂ样条拟合，每条曲线段 ｒｋ（ｕ）都是一

条三次Ｂéｚｉｅｒ曲线，构造三次 Ｂéｚｉｅｒ曲线需要４个控
制点，其中首尾点已经给定，Ｂｋ０＝ｄｋ－１，Ｂｋ３＝ｄｋ，下面
求取中间控制点 Ｂｋ１与 Ｂｋ２，使得相邻 Ｂéｚｉｅｒ曲线衔接
处曲率连续。

如图２所示，ｄｋ－１点处的切矢 Ｖｋ－１与矢量 ｑｋ的夹
角为φｋ－１，ｄｋ点处的切矢 Ｖｋ与矢量 ｑｋ＋１的夹角为 φｋ，
ｑｋ与ｑｋ＋１的转角θｋ由式（６）计算。记切矢Ｖｋ－１所在直
线与切矢 Ｖｋ所在直线交点为 Ｐｋ，下面求取点 Ｐｋ。记
‖ｄｋ－１Ｐｋ‖＝ｖｋ－１，则ｖｋ－１的求解公式为：

ｖｋ－１＝
ｌｋｓｉｎβ

ｓｉｎ（π－φｋ－１－β）
＝

ｌｋｓｉｎ（θｋ－φｋ）
ｓｉｎ（π－φｋ－１－θｋ＋φｋ）

。

（１３）
其中：

φｋ－１＝ｃｏｓ
－１ Ｔｋ－１ｑｋ

Ｔｋ－１ ｑ( )
ｋ
＝ｃｏｓ－１

Ｔｋ－１ｑｋ
ｌ( )
ｋ
，

φｋ＝ｃｏｓ
－１ Ｔｋｑｋ＋１

Ｔｋ ｑｋ( )
＋１

＝ｃｏｓ－１
Ｔｋｑｋ＋１
ｌｋ( )
＋１
。

Ｐｋ＝ｄｋ－１＋ｖｋ－１Ｔｋ－１。 （１４）
则得到三次Ｂéｚｉｅｒ曲线ｒｋ（ｕ）的４个控制点：

Ｂｋ０＝ｄｋ－１；

Ｂｋ１＝ｄｋ－１＋ｖｋ－１Ｔｋ－１；

Ｂｋ２＝ｄｋ－１＋ｖｋ－１Ｔｋ－１；

Ｂｋ３＝ｄｋ










。

（１５）

若三次Ｂ样条上任意一段曲线 ｒｋ（ｕ）是由 Ｂｋ０＝
ｄｋ－１，Ｂｋ３＝ｄｋ，Ｂｋ１＝Ｂｋ２＝Ｐｋ４个控制点定义的三次
Ｂéｚｉｅｒ曲线，则三次Ｂ样条满足Ｇ２连续。
２．３　Ｇ２连续三次Ｂ样条轨迹生成

在每２个点 ｄｋ，ｄｋ＋１及其切矢可以构造一个三次

Ｂéｚｉｅｒ曲线ｒｋ（ｕ），ｒｋ（ｕ）控制点由式（１５）表示，因此，
若线性刀具路径上所有线段都满足，则（ｎ＋１）个插值
点｛ｄｋ｝（ｋ＝０，…，ｎ）可以生成 ｎ个三次 Ｂéｚｉｅｒ曲线，
且达到Ｇ２连续，为使这ｎ个三次Ｂéｚｉｅｒ曲线段构成一
条Ｂ样条，计算Ｂ样条的控制节点，步骤如下：
１）令珔ｕ０＝０。
２）珔ｕｋ＋１＝珔ｕｋ＋３‖Ｂｋ１－Ｂｋ０‖，ｋ＝０，１，…，ｎ－１。
３）节点单位化：

ｕ０＝ｕ１＝ｕ２＝ｕ３＝０；

ｕ２（ｋ＋１）＝ｕ２（ｋ＋１）＋１＝
珔ｕｋ
珔ｕｎ
，１≤ｋ≤ｎ－１；

ｕ２ｎ＋２＝ｕ２ｎ＋３＝ｕ２ｎ＋４＝ｕ２ｎ＋５＝１。
这条Ｇ２连续Ｂ样条曲线，控制点如下：
ｄ０，Ｂ（１）１，Ｂ（１）２，Ｂ（２）１，Ｂ（２）２，…，Ｂ（ｎ－１）１，Ｂ（ｎ－１）２，ｄｎ。

（１６）
控制节点：

Ｕ＝ ０，０，０，０，
珔ｕ１
珔ｕｎ
，
珔ｕ１
珔ｕｎ
，
珔ｕ２
珔ｕｎ
，
珔ｕ２
珔ｕｎ
，…，

珔ｕｎ－１
珔ｕｎ
，
珔ｕｎ－１
珔ｕｎ
，１，１，１，{ }１。

（１７）
如果线性路径中有不满足转角误差或弓高误差判

据的线段，则在该线段末端点设置断点，相邻２个断点
之间的线段利用上述方法同样可拟合成 Ｇ２连续的 Ｂ
样条。

为了保证轨迹精度，需对生成的 Ｂ样条路径进行
精度校验，将不满足精度的点设为断点。

３　仿真与实验
以三轴数控铣床ＸＫ７１４作为实验平台，配备自主

开发的嵌入式 ＰＣ的开放式数控系统，该数控系统是
基于Ｗｉｎｄｏｗｓ２０００操作系统与实时包的软件平台，算
法模块可方便地嵌入其中。如图３所示，以勺子模具
的凸模为实验对象，如图３所示。对勺模的三轴精加
工刀路用２种方法进行插补。方法１：基于 Ｓ曲线加
减速策略前瞻速度平滑的线性路径直接插补方法。方

法２：先采用本章全局光顺算法对线性路径进行光顺
处理，再基于Ｓ曲线加减速策略前瞻速度平滑，线性插
补和样条插补混合插补方法。在该实验中，工件材料

是铝合金，刀具采用的是６ｍｍ硬质合金球头刀。试
验中，数控系统的插补周期ｔ为０．００４ｓ。ＸＹＺ各轴最
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大进给速度为４０００ｍｍ／ｍｉｎ，最大加速度为１．８×１０６

ｍｍ／ｍｉｎ２，最大跃度为１．３５×１０９ｍｍ／ｍｉｎ３，指令进给
速度为３０００ｍｍ／ｍｉｎ。另外，采用方法２时，最大拟
合段数设定为５０，以及转角准则设为２０°，弓高误差准
则设置为０．００１ｍｍ。下面结合图４对比分析２种插
补方法的优缺点。

图３　在三轴机床上加工勺模
Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｍａｃｈｉｎｉｎｇａｓｃｏｏｐｍｏｌｄｏｎ

ｔｈｒｅｅａｘｉｓｍａｃｈｉｎｅｔｏｏｌ

图４　２种算法的速度曲线
Ｆｉｇｕｒｅ４　Ｓｐｅｅｄｃｕｒｖｅｏｆｔｗｏｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ

　　图４为用２种插补方法生成的速度曲线。由图４
可知，采用方法１插补时，由于线段很短且转角不连
续，生成的速度曲线波动较大，且很难达到指令进给速

度；采用本章算法时，由于Ｇ２连续Ｂ样条全局拟合算法
有效地对连续小线段路径进行压缩和光顺，生成的速度

曲线更加平滑，接近指令进给速度３０００ｍｍ／ｍｉｎ。
４　结论

笔者提出了一种基于三次 Ｂ样条插值拟合的连
续小线段路径全局光顺算法，用以解决数控加工中的

一阶线性不连续刀具路径的问题。首先，针对线性刀

具路径进行转角与弓高误差进行约束，再利用 Ｂ样条
对满足判据的连续小线段进行插值拟合，生成Ｇ２连续
的三次Ｂ样条，最后通过实验模型的验证表明：该算
法能够有效提高进给速度，减少刀具速度波动与加速

度突变，从而提高零件加工效率，并减少工艺系统的振

动，适用于实际数控机床加工中。
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