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机械系统结构动力学方程的李群分析法
郑明亮

（浙江理工大学 机械与自动控制学院，浙江 杭州　３１００１８）

摘　要：为给复杂机械系统动力学特性定量和定性分析提供一个强有力的新途径，笔者将现代李群分析方法引入到机械
结构动力学中。首先，通过矩阵解耦技术得到有限自由度机械结构振动系统在无限小群变换下导致的守恒量形式；其

次，利用机械连续结构体三维弹性动力学方程允许的李点对称构造出方程组的系列群不变解。结果表明借助李群分析

可以得到机械系统结构动力学更深层次的力学规律和运动现象。本研究不仅可以得到结构振动响应的精确解，同时也

为数值计算提供了有效的验证手段。
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　　为了使机械系统更精确、稳定、可靠地工作，其结
构特性首要问题是振动力学计算分析，这是因为动态

响应直接关系到机械系统的强度、刚度、运动形态和振

动能量水平。从数学上看，机械振动系统时间响应历

程分析的基本任务就是求解微分方程。目前，已发展

了多种计算方法［１］：振型叠加法、状态空间法、复模态

法、直接积分法、一阶常微分方程组初值问题的数值解

法和时域有限元法。然而这些方法只能各自解决特有

情况下的动力学方程计算，对一般机械系统并不是普

遍适用的。１９世纪的数学家索菲思
!

李在连续群理

论中，首次阐述了微分方程的对称性概念，并利用这一

特性给出了方程积分的一般方法，即李群分析法［２］。

该法在处理线性和非线性、常系数和变系数方程是等

同处理的，对常微分和偏微分方程都适用。事实上，今

天李群分析理论已成为求解（常／偏）微分方程或（微
分方程组）解析解的唯一通用和有效方法。

李群分析法在结构动力学中的应用，主要开始于

前苏联的学者 Ｃｈｉｒｋｕｎｏｖ［３］首先利用 ＬｉｅＯｖｓｙａｎｎｉｋｏｖ
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方法研究了弹性理论中的拉梅方程，获得了拉梅方程

的允许群。随后，Ｐｒｕｄｎｉｋｏｖ［４］等研究了弹性静力学拉
梅方程允许的某些无限维李变换群的分层问题，取得

了新的解集。Ｓｅｎａｓｈｏｖ［５］等学者系统地研究了弹性动
力学基本方程的精确解，并引申到非线性、非均匀、各

向异性弹性理论等领域。李厚国［６］全面介绍了弹性

理论方程的对称群形式和一系列不变解。付昊［７］等

研究单自由度无阻尼自由振动系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程
Ｌｉｅ对称性，并给出系统的守恒量。傅景礼［８］等用 Ｌｉｅ
群方法研究汽车车体振动系统的对称性，寻找其存在

的守恒量。李群知识在机械工程领域还有许多成功的

应用，但在机械结构动力学分析中，目前缺乏系统性和

全面性的完整阐述。本文中简要叙述李群分析的基本

原理，并介绍在机械结构动力学响应特性分析中的应

用形式、方法以及部分研究成果和发展方向等。

１　微分动力系统的李群分析的基本理论
根据 ＬｉｅＳｏｐｈｕｓ提出的方法，设微分动力系统确

定的增广相空间（ｙ，ｚ）一般为一微分流形 Ｍ，考虑 Ｍ
上的一个单参数连续变换群 Ｇ＝｛Ｔａ｝∶（ｙ，ｚ）→（珓ｙ，

珓ｚ），其切向量场为
Ｔａ
ａ
｜ａ＝０＝（ξ（ｙ，ｚ），η（ｙ，ｚ）），引进群

Ｇ的无穷小生成元Ｘ（０）：

Ｘ（０）＝（ξ１，ξ２，…，ξｎ；η１，η２，…，ηｎ）＝ξｉ 
ｙｉ
＋

ηｊ
ｚｊ
。 （１）

因为动力学方程包含微分算子，自然要对变换群

进行延拓。设ｐｉｊ＝
ｚｊ

ｙｉ
，群Ｇ的一次延拓群 Ｇ（１）∶（ｙ，ｚ，

ｐ）→（珓ｙ，珓ｚ，珓ｐ），其相应的一阶延拓无穷小生成元为
Ｘ（１）＝｛ξ，η，ζ｝，则

Ｘ（１）＝Ｘ（０）＋ζｋｉ

ｐｋｉ
。 （２）

其中，ζｋｉ＝Ｄｉ（η
ｋ）－ｐｋｊＤｉ（ξ

ｊ），Ｄｉ＝

ｙｉ
＋ｐｋｉ


ｚｋ
。

在机械结构动力学中，经常遇到振动方程是二阶

微分方程组，那自然需要用到无穷小生成元的二阶延

拓Ｘ（２），引进ｒｋｉｊ＝
２ｚｋ

ｙｉｙｊ
，则

Ｘ（２）＝Ｘ（１）＋σｋｉｊ

ｒｋｉｊ
。 （３）

其中，σｋｉｊ＝珟Ｄｊ（η
ｋ
ｊ）－ｒ

ｋ
ｉｍ珟Ｄｉ（ξ

ｍ），珟Ｄｊ＝

ｙｊ
＋ｐｋｊ


ｚｋ
＋

ｒｋｉｊ

ｐｉｋ
。

不失一般性，研究二阶微分方程组Ｓ∶Ｆ（ｙ，ｚ，ｐ，ｒ）＝
０在单参数连续变换群 Ｇ下的形式不变性（对称性），
即：Ｆ（珓ｙ，珓ｚ，珓ｐ，珓ｒ）＝０的充分必要条件为

珟Ｄ∶Ｘ（２）Ｆ（ｙ，ｚ，ｐ，ｒ）｜Ｆ（ｙ，ｚ，ｐ，ｒ）＝０＝０。 （４）
其中，珟Ｄ是方程组代号。这时群 Ｇ也称作方程的

对称群，对应的无穷小生成元 Ｘ（０）也叫无穷小对称。
方称组珟Ｄ包含４个变量 ｙ，ｚ，ｐ，ｒ，称为 Ｌｉｅ确定方程
组。一般来说ｐ，ｒ并不出现在 ξ，η中，因此确定方程
组可以分解成几个方程而变为对２个未知函数ξ和 η
的超定偏微分方程组。这样对称群的无穷小对称求解

就转化为求解确定方程组。另外，如果在偏微分算子

空间Ｘ中定义换位子运算即李括号［，］得到相应李代
数结构｛Ｘ｝：

［Ｘ１，Ｘ２］＝Ｘ１Ｘ２－Ｘ２Ｘ１。 （５）
其中，Ｘ１，Ｘ２都是空间Ｘ中的元素。
ＬｉｅＳｏｐｈｕｓ的重要研究发现就是确定方程组（４）

无穷小生成元的解｛Ｘ（０）｝必构成一李代数。
２　有限自由度机械结构动力学方程的对称性
和守恒量
　　ｎ自由度机械离散系统结构动力学的运动微分方
程一般可表示为：

线性系统　［Ｍ］｛ｑ̈（ｔ）｝）＋［Ｃ］｛ｑ·（ｔ）｝＋
［Ｋ］｛ｑ（ｔ）｝＝｛Ｆ（ｔ）｝

非线性系统　［Ｍ］｛ｑ̈｝＝｛ｆ（ｔ，ｑ，ｑ·
}

）｝

（６）

其中｛ｑ｝为ｎ维物理坐标列阵，［Ｍ］、［Ｃ］和［Ｋ］分别
为质量、阻尼和刚度ｎ阶矩阵（可以含时间ｔ也可为常
参数），｛Ｆ｝为ｎ维外载激励力列阵，｛ｆ｝为 ｑ和 ｑ· 的
非线性函数列阵。

考虑到机械工程中矩阵［Ｍ］是结构材料本身的
实际物理参数，一般满秩非奇异且为对角矩阵，利用逆

矩阵［Ｍ］－１乘以公式（５）和（６）两边可得到二阶解耦
形式的统一动力学方程为：

ｑ̈ｓ＝αｓ（ｔ，ｑ，ｑ
·），ｓ＝１，２，…，ｎ。 （７）

取时间和坐标的无限小变换：

ｔ ＝ｔ＋Δｔ＝ｔ＋εξ０（ｔ，ｑ，ｑ
·），ｑｓ ＝ｑｓ（ｔ）＋Δｑｓ＝

ｑｓ（ｔ）＋εξｓ（ｔ，ｑ，ｑ
·）。 （８）

其中，ξ０，ξｓ为无限小生成函数。
代入Ｌｉｅ对称性确定方程（４），并展开可得

ξ·ｓ－ｑ
·
ｓξ
·

０－２αｓξ０＝
αｓ
ｔ
＋∑

ｎ

ｋ＝１

αｓ
ｑｋ
ξｋ＋∑

ｎ

ｋ＝１

αｓ
ｑ·ｋ
（ξｋ－

ｑ·ｋξ０）＝０。 （９）
连续变换的对称性都对应着一条守恒定律，一个

守恒量对应系统响应的一个首次积分，进而可使微分
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方程达到降阶和约化，守恒律是动力学系统更深层次

的规律，在微分方程的可积性、线性化、运动常数以及

稳定性方面有重要作用。Ｌｉｅ对称性可直接导致一类
守恒量，再结合初始条件，从而很容易解出原振动系统

的精确响应解。如果无限小生成元ξｓ满足Ｌｉｅ对称性
确定方程（９），并且可再找到某一个规范函数μ＝μ（ｔ，
ｑ，ｑ·）使得：

∑
ｎ

ｋ＝１

αｓ
ｑ·ｓ
＋
珔ｄ
ｄｔｌｎμ＝０。 （１０）

其中
珔ｄ
ｄｔ＝


ｔ
＋∑

ｎ

ｋ＝１
ｑ·ｋ

ｑｋ
＋∑

ｎ

ｋ＝１
αｋ

ｑ·ｋ
。

则系统Ｌｉｅ对称性可直接导出 Ｈｏｊｍａｎ守恒量 Ｉ
如下：

Ｉ＝１
μ∑

ｎ

ｓ＝１


ｑ·ｋ
（μξｓ）＋

１
μ∑

ｎ

ｓ＝１


ｑ·ｋ
（μ
珔ｄ
ｄｔξｓ）＝ｃｏｎｓｔ。

（１１）
其中，ｃｏｎｓｔ表示常数。

３　机械结构连续体动力学方程的对称性和不
变解
　　机械结构体以位移为坐标响应的无阻尼线性弹性
动力学方程组被称为拉梅方程，一般情况下，考虑阻

尼、外载荷和边界条件的方程形式为：

（λ＋μ）（·ｕ）＋μΔｕ－ρ
２ｕ
２ｔ
－ｃｕ
ｔ
＝ｆ；

＝ｘ１
ｉ＋
ｘ２
ｊ＋
ｘ３
ｋ，Δ＝

２

ｘ２１
＋

２

ｘ２２
＋

２

ｘ２３
}。
（１２）

式中：ｕ｜ｔ＝１＝ｕ
０（ｘ１，ｘ２，ｘ３），（ｘ１，ｘ２，ｘ３）∈Ｖ＋Ｓ；

σｉｊｎｊ＝Ｔ（ｔ，ｘ１，ｘ２，ｘ３），（ｘ１，ｘ２，ｘ３）∈ＳＴ；
ｕｉ＝ｕｉ（ｔ，ｘ１，ｘ２，ｘ３），（ｘ１，ｘ２，ｘ３）∈Ｓｕ，ＳＴ＋Ｓｕ＝Ｓ。

ｘ１，ｘ２，ｘ３表示空间坐标系；ｔ表示时间；ρ表示密度；ｃ
表示阻尼常数；λ，μ是拉梅常数；ｕ表示位移；σｉｊ，εｉｊ
（ｉ，ｊ＝１，２，３）表示相应的应力和应变分量；Ｓ为区域Ｖ
的边界。

非线性弹性理论的基本控制方程是：

ｕｉｔｔ＝σｉｊ，ｊ；

σｉｊ＝Ｋｅδｉｊ＋λｅｉｊ；

ｅ＝·ｕ，ｅｉｊ＝ｕ
ｉ
，ｊ＋ｕ

ｊ
，ｊ

}
。

（１３）

其中，在笛卡尔坐标系（ｘ１，ｘ２，ｘ３）中，Ｋ是体积压缩模
量，为常数；λ＝λ（ｅｉｊｅｉｊ）为非负；ｕ＝（ｕ

１，ｕ２，ｕ３）表示
位移向量，σｉｊ为应力张量分量，δｉｊ为Ｋｒｏｎｅｃｈｅｒ记号。

为方便，令 ｘ０＝ｔ，ｘ＝（ｘ０，ｘ１，ｘ２，ｘ３），则线性和非
线性弹性动力学方程都可统一表述为：

Ｆτ（ｘ，ｕ，ｕ，２ｕ）＝０，（τ＝１，２，…，Ｎ）。 （１４）
其中，，２表示一阶和二阶偏微分算子。公式（１４）是
类似波动方程组的二阶双曲型偏微分方程组，即：

Ｆ（ｘ，ｕ，ｕ，２ｕ）＝２ｔｕ－ｃ
２
２Δｕ－（ｃ

２
１－ｃ

２
２）ｕ－

ｆ（ｕ，ｕ，２ｕ）。 （１５）
其中，ｃ１，ｃ２ 表示任意常数，表示 Ｋｒｏｎｅｃｈｅｒ

面积。

按照李群分析的方法，无穷小对称生成元应满足

确定方程：

Ｘ（２）Ｆτ（ｘ，ｕ，ｕ，２ｕ）｜Ｆτ＝０＝０。 （１６）
方程（１４）源于 Ｌｉｅ对称变换群（１）的不变解

ｕ（ｘ）＝Θ（ｘ）满足：

ξｉ（ｘ，Θ（ｘ））
Θｊ（ｘ）
ｘｉ

＝ηｊ（ｘ，Θ（ｘ）），ｊ＝１，２，３；

Ｆτ（ｘ，Θ（ｘ），Θ（ｘ），２Θ（ｘ））＝０，τ＝１，２，…，Ｎ }
。

（１７）
关于不变解的特征方程为：

ｄｘ０
ｄξ０（ｘ，ｕ）

＝
ｄｘ１

ｄξ１（ｘ，ｕ）
＝

ｄｘ２
ｄξ２（ｘ，ｕ）

＝
ｄｘ３

ｄξ３（ｘ，ｕ）
＝

ｄｕ１

ｄη１（ｘ，ｕ）
＝ ｄｕ２

ｄη２（ｘ，ｕ）
＝ ｄｕ３

ｄη３（ｘ，ｕ）
。 （１８）

解此一阶常微分方程组，若有 ６个泛函独立的
常数：

ρ０（ｘ，ｕ），ρ１（ｘ，ｕ），ρ２（ｘ，ｕ），ｖ１（ｘ，ｕ），ｖ２（ｘ，ｕ），
ｖ３（ｘ，ｕ）。 （１９）

则偏微分方程组的不变解可由不变形式隐式方程

给出：

Θｖ（ｘ，ｕ）＝Θｊ（ρ０（ｘ，ｕ），ρ１（ｘ，ｕ），ρ２（ｘ，ｕ），
ρ３（ｘ，ｕ））。 （２０）
４　结语

李群是一种特殊的连续群，其结构丰富，在数理科

学和工程科技中具有广阔的运用前景。它继承了代数

与几何方面的结构属性以及分析领域的可微属性。目

前，李群分析方法在机械动力学（多体系统、柔性机构

等）领域中应用已比较广泛，并取得了丰富的研究成

果，基本上解决了常见的结构动力学理论问题，但在诸

如高阶振动方程、随机结构振动、热弹性，热黏弹性和

非局部弹性理论等方面还有很大的发展空间。本文主

要介绍了结构动力学方程的 Ｌｉｅ群分析方法，求解程
序标准化，不仅可以得到结构振动响应的精确解，同时

这也为数值计算提供了有效的验证手段。值得广大科

技工作者借鉴和学习。
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