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摘　要：为了研究一般简支对称层合板近似求法适用性问题，依据Ｒｉｔｚ法、最小势能原理经代数转化获得便于 ＭＡＴＬＡＢ
编程的力学解析解；不同长宽比ＡＲ与铺层角度θ下，正交与１０％原则设计层合板通过有限元法（ＦＥＭ）、正交长层合板

近似（ＯＬＡ）、正交层合板近似（ＯＡ）得到值和解析解对比。结果表明：ＦＥＭ法与解析解中面最大位移值ｗ０误差在５％以
内，随ＡＲ增大，两者误差趋于稳定并一致；正交板在低弯曲刚度Ｄ１１下，ＯＬＡ法在临界ＡＲ处ｗ

０误差达２９４．４％，而大ＡＲ
下，ＯＬＡ与解析解结果一致；１０％原则板在ＡＲ大于３时，ＦＥＭ和ＯＡ法得到ｗ

０与解析解一致，ＡＲ小于３时，两近似法符
合工程需求，但大弯扭耦合Ｄ１６，Ｄ２６下，在ＡＲ＝１，２，θ＝９０°时，误差为１０．９８％，８．６７％，相较于解析解有较大误差。研究
结果为复合材料结构设计阶段提供了一定的参考。
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　　复合层合板作为基本结构组件，广泛应用于各工
业领域，其复合力学特性研究的准确性是该领域高可

靠性设计的前提条件，在概念设计阶段显的极其重

要［１］。

各向同性材料矩形层合板梁直接可查工程设计手

册获得力学特性解，而复合层合板设计参数多且复杂，

几乎不能通过查表形式获得应用解，只能通过数值法

获得近似精确解。复合层合板的精确解析解可以在特

殊的层合板中获得应用，如正交层合板等［２］。层合板

应用的广泛性，成为国内外学者研究的热点，研究成果

丰富［３７］。Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ和Ｋｒｉｅｇｅｒ提出正交层合板弯曲
刚度满足 Ｈｕｂｅｒ正交关系式的，可以近似利用同向层
合板位移解析方程求解［８］；Ｖｅｒｅｓ和Ｋｏｌｌａｒ认为大长宽
比层合板也可以合理的近似利用同性板位移解析方

程［９］６２９。正是在前期层合板数值与解析求解研究成果

的基础上，研究者对于层合板在不同边界条件和不同

求解方法进行了广泛研究。Ｗｈｉｔｎｅｙ将任意层合板简
化为正交层合板，指出任意层合板近似解与数值解析

解相差超过２５％［１０］；Ｔｓａｉ提出１０％原则层合板性能
近似正交层合板等［１１］；Ｖｅｒｅｓ对不同铺层角度的任意
对称层合板基于正交近似、Ｈｕｂｅｒ正交近似与数值解
进行对比，指出何种条件下，近似解法适合应用［１２］。

课题组基于层合薄板相关假设，将４边简支、均布
载荷下的正交层合板和１０％原则设计的２类对称复
合矩形薄板为对象，研究其分别采用近似解法、解析法

和有限元数值解法的挠度结果，并分析适用性。

１　薄壁层压板理论推导
１．１　层合板刚度方程

基于经典层合板理论，层合板刚度方程为
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（１）
式中：Ｎｘ，Ｎｙ，Ｎｘｙ与Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｖ分别为层合板单位宽度
内力与内力矩。ε０ｘ，ε

０
ｙ，γ

０
ｘｙ与ｋｘ，ｋｙ，ｋｘｙ为层合板中面应

变与弯曲、扭曲率，且 ε０ｘ＝
ｕ０

ｘ
，ε０ｙ＝

ｖ０

ｙ
，γ０ｘｙ＝
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ｙ
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ｘ
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２ｗ０

ｘ２
，ｋｙ＝－

２ｗ０

ｙ２
，ｋｘｙ＝－

２２ｗ０

ｘｙ
（其中 ｕ０，

ｖ０，ｗ０为层合板中面位移）；Ａｉｊ为拉伸刚度系数；Ｂｉｊ为
耦合刚度系数；Ｄｉｊ为弯曲刚度系数，且有

（Ａｉｊ，Ｂｉｊ，Ｄｉｊ）＝∫
ｈ
２

－ｈ２
Ｑｉｊ（１，ｚ，ｚ

２）ｄｚ，ｉ，ｊ＝１，２，６。

（２）
式中：ｈ为层合板厚度；ｚ为单层板到层合板中面距离；
Ｑｉｊ为降刚度系数。
１．２　层合板应变能与外力功

矩形层合板外力作用下产生应变，应变能
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０∫
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ｈｂ
（σｘεｘ＋σｙεｙ＋τｘｙγｘｙ）ｄｚｄｙｄｘ。

（３）
式中：Ｌｘ，Ｌｙ，ｈｔ，ｈｂ分别为矩形层合板宽度、长度、顶部
与底部对中面距离。

层合板面内应力 σｘ，σｙ，τｘｙ与应变 εｘ，εｙ，γｘｙ关
系为：
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； （４）
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{ }
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。 （５）

将式（１），（２），（４），（５）联立代入式（３）得
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ｄｙｄｘ。

（６）
外力作用在层合板上的功

Ω＝－∫
Ｌｘ

０∫
Ｌｙ

０
（ｐｗ０）ｄｙｄｘ。 （７）

式中，ｐ为层合板受外载均布横向载荷。
１．３　Ｒｉｔｚ法与最小势能原理求位移解

通过满足边界条件的 Ｒｉｔｚ法来求解层合板的力
学特性。层合板基本情况如图１所示。

其边界条件处中面位移ｗ０可表示为

ｗ０＝０　当　

ｘ＝０且０≤ｙ≤Ｌｙ；

ｘ＝Ｌｘ且０≤ｙ≤Ｌｙ；

０≤ｘ≤Ｌｘ且ｙ＝０；

０≤ｘ≤Ｌｘ且ｙ＝Ｌｙ










。

（８）
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可满足边界条件的表达式为

ｗ０ ＝∑Ｉ

ｉ＝１∑
Ｊ

ｊ＝１
ｗｉｊｓｉｎ

ｉπｘ
Ｌｘ
ｓｉｎｉπｙＬｙ

。 （９）

图１　矩形层合板边界条件与载荷分布
Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｎｄｌｏａｄ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｌａｍｉｎａｔｅｄｐｌａｔｅ

根据最小势能原理求常量ｗｉｊ，有
（Ω＋Ｕ）
ｗｉｊ

＝０。 （１０）

对称薄壁层合板ε０ｘ，ε
０
ｙ，γ

０
ｘｙ与耦合刚度Ｂｉｊ为０，式

（６）简化为

Ｕ＝１２∫
Ｌｘ

０
∫
Ｌｙ

０

｛ｋｘ　ｋｙ　ｋｘｙ｝
Ｄ１１ Ｄ１２ Ｄ１６
Ｄ１２ Ｄ２２ Ｄ２６
Ｄ１６ Ｄ２６ Ｄ











６６

ｋｘ
ｋｙ
ｋ

{ }
ｘｙ

ｄｙｄｘ。

（１１）
代入弯曲与扭曲率表达式，式（１１）有

Ｕ＝１２∫
Ｌｘ

０∫
Ｌｙ

０
Ｄ１１
２ｗ０

ｘ( )２ ２

＋Ｄ２２
２ｗ０

ｙ( )２ ２[ ＋

Ｄ６６
２２ｗ０

ｘ( )ｙ
２
＋２Ｄ１２

２ｗ０

ｘ２
２ｗ０

ｙ２
＋Ｄ１６

２ｗ０

ｘ２
２２ｗ０

ｘｙ( ＋

Ｄ２６
２ｗ０

ｙ２
２２ｗ０

ｘ ) ]ｙ ｄｙｄｘ。 （１２）

为了便于ＭＡＴＬＡＢ等商业软件编程数值求解，将
式（９）代入式（１２）经微分、代数处理后，可得

∑Ｉ

ｉ＝１∑
Ｊ

ｊ＝１
Ｇｍｎｉｊｗｉｊ＝ｐｍｎ，

ｉ，ｍ＝１，２，３，…，Ｉ；
ｊ，ｎ＝１，２，３，…，Ｊ{

。

（１３）
简化上述方程，引入记号，得

ｋ＝（ｉ－１）Ｊ＋ｊ，ｉ＝１，２，３，…，Ｉ，
ｊ＝１，２，３，…，Ｊ{

。
（１４）

ｌ＝（ｍ－１）Ｊ＋ｎ，ｍ＝１，２，３，…，Ｉ，
ｎ＝１，２，３，…，Ｊ{

。
（１５）

代入式（１４），（１５）至式（１３），得

∑Ｉ×Ｊ

ｋ＝１
Ｇｋｌｗｋ ＝ｐｌ，ｌ＝１，２，３，…，Ｉ×Ｊ。 （１６）

式中，ｐｌ＝
４ｐＬｘＬｙ
π２ｍｎ

，ｍｎ为奇数，

０，ｍｎ为偶数
{

。

（１７）

Ｇｋｌ＝Ｇｌｋ ＝
１
４ＬｘＬｙπ

４［Ｄ１１（
ｉ
Ｌｘ
）４＋２（Ｄ１２＋

２Ｄ６６）（
ｉ
Ｌｘ
）２（
ｉ
Ｌｙ
）２＋Ｄ２２（

ｉ
Ｌｙ
）４］δｌｋ－

２ＬｘＬｙπ
４Ｄ１６［（

ｉ
Ｌｘ
）２（
ｍ
Ｌｘ
）（
ｎ
Ｌｙ
）ｒｉｍｒｊｎ＋

（
ｍ
Ｌｘ
）２（
ｉ
Ｌｘ
）（
ｊ
Ｌｙ
）ｒｍｉｒｎｊ］－

２ＬｘＬｙπ
４Ｄ２６［（

ｉ
Ｌｙ
）２（
ｍ
Ｌｘ
）（
ｎ
Ｌｙ
）ｒｉｍｒｊｎ＋

（
ｎ
Ｌｘ
）２（
ｉ
Ｌｘ
）（
ｊ
Ｌｙ
）ｒｍｉｒｎｊ］。 （１８）

式中：δｌｋ ＝
１，ｋ＝ｌ，
０，ｋ≠ｌ{

；
ｒｉｊ＝

２ｉ
ｉ２＋ｊ２

１
π
，（ｉ－ｊ）为奇数，

０，（ｉ－ｊ）为偶数
{

；

Ｉ、Ｊ为迭代总数。
式（１６）展开为矩阵形式，即
Ｇ１１ Ｇ１２ … Ｇ１（Ｉ×Ｊ）
Ｇ２１ Ｇ２２
 
Ｇ（Ｉ×Ｊ）１ Ｇ（Ｉ×Ｊ）（Ｉ×Ｊ












）

ｗ１
ｗ２


ｗ（Ｉ×Ｊ




















）

＝

ｐ１
ｐ２


ｐ（Ｉ×Ｊ




















）

。

（１９）
式（１９）转换求解，则有
ｗ１
ｗ２


ｗ（Ｉ×Ｊ




















）

＝

Ｇ１１ Ｇ１２ … Ｇ１（Ｉ×Ｊ）
Ｇ２１ Ｇ２２
 
Ｇ（Ｉ×Ｊ）１ Ｇ（Ｉ×Ｊ）（Ｉ×Ｊ












）

－１ ｐ１
ｐ２


ｐ（Ｉ×Ｊ




















）

。

（２０）
式（１７）和（１８）代入式（２０）求得常量ｗｉｊ后，代入

式（９）即可求得四边简支对称矩形复合层合板的中面
位移解。式（９）进一步转换可求得力矩，即

Ｍｘ
Ｍｙ
Ｍ

{ }
ｘｙ

＝［Ｄ］
ｋｘ
ｋｙ
ｋ

{ }
ｘｙ

＝

［Ｄ］

∑
Ｉ

ｉ＝１
∑
Ｊ

ｊ＝１
ｗｉｊ
ｉπ
Ｌ( )
ｘ

２
ｓｉｎｉπｘＬｘ

ｓｉｎｊπｙＬｙ

∑
Ｉ

ｉ＝１
∑
Ｊ

ｊ＝１
ｗｉｊ
ｉπ
Ｌ( )
ｙ

２
ｓｉｎｉπｘＬｘ

ｓｉｎｊπｙＬｙ

－∑
Ｉ

ｉ＝１
∑
Ｊ

ｊ＝１
ｗｉｊ２
ｉπ
Ｌｙ
ｊπ
Ｌｙ
ｃｏｓｉπｘＬｘ

ｃｏｓｊπｙＬ

























ｙ

。 （２１）
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式中，［Ｄ］为层合板弯曲刚度矩阵。
经过上述推导，可方便地在 ＭＡＴＬＡＢ等商业软件

中求解四边简支对称层合板数值精确解析解。

２　简支层合板有限元模型及验证
建立不同长宽比的层合板有限元模型，由 ＡＮＳＹＳ

进行求解，计算结果跟ＭＡＴＬＡＢ求得的解析解进行比
对。首先通过对各向同性材料层合板的分析验证有限

元模型的有效性；然后对不同的复合层合板模型进行

研究，材料参数见表１。
表１　铝合金与Ｔ３００／９３４复合材料性能
Ｔａｂｌｅ１　Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆａｌｕｍｉｎｕｍａｌｌｏｙａｎｄ

Ｔ３００／９３４ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ

材料
正轴弹性模

量Ｅ１／ＧＰａ

横轴弹性模

量Ｅ２／ＧＰａ

剪切模量

Ｇ１２／ＧＰａ

泊松比

υ１２

铺层厚

度ｈ０／ｍｍ

ＡＬ ７１．００ ７１．００ ２６．７０ ０．３３ ０．１

Ｔ３００／９３４ １４８．００ ９．６５ ４．５５ ０．３０ ０．１

　　有限元法（ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ，ＦＥＭ）建立各向
同性材料矩形层合板的宽度０．２ｍ保持不变，矩形长
度根据层合板宽度的ＡＲ倍增长；层合板四边界进行简
支约束，总共铺设２０层，厚度为２ｍｍ，板面受均布力
５０ｋＮ。所得最大位移值出现在矩形层合板正中间处，
即Ｌｘ／２，Ｌｙ／２处；无穷项系数对应的精确解在实际工
程应用中不可能实现，考虑截断误差，对式（９）中的ｉ，ｊ
分别取２５足以在 ＭＡＴＬＡＢ计算中获得精确解析解。
ＦＥＭ与ＭＡＴＬＡＢ取得层合板中面正中间处最大位移
ｗ０结果如表２所示。由表２可知，ＦＥＭ分析得到结果
与解析解接近，最大误差不超过１％，验证了所建立层
合板有限元模型的有效性。

表２　各向同性层合板ＭＡＴＬＡＢ解析解与
有限元模型最大位移值ｗ０

Ｔａｂｌｅ２　Ｍａｘｉｍｕｍｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｗ０ｏｆＭＡＴＬＡＢｅｘａｃｔ
ｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌｏｆｉｓｏｔｒｏｐｉｃｌａｍｉｎａｔｅｓ
长宽比

ＡＲ

ＭＡＴＬＡＢ

解析解／ｍｍ

有限元模型

最大位移ω０／ｍｍ

误差

ｅＤＩＦＦ／％

１ ６．１１８３ ６．１４８５ ０．４９

２ １５．２５４７ １５．２５２０ －０．０２

３ １８．４２３８ １８．３６１２ －０．３４

４ １９．３０６４ １９．２５３１ －０．２８

５ １９．５３６３ １９．４１９４ －０．６０

６ １９．５９４７ １９．４７４５ －０．６１

７ １９．６１０４ １９．４８７９ －０．６２

８ １９．６１６５ １９．４９１１ －０．６４

９ １９．６２０９ １９．４９２０ －０．６６

１０ １９．６２５９ １９．４９２４ －０．６８

３　层合板结构分析
３．１　正交层合板

选取３种不同铺层类型的正交层合板，各层铺层
角度与弯曲刚度如表３所示。ＶＥＲＥＳ［９］６３０提出简支矩

形层合板满足
Ｌｙ
Ｌｘ
＞３４

Ｄ１１
Ｄ槡２２
，可通过查同性材料设计手

册，获得对应的力学特性解。因此该近似求解中面最

大 位 移 为 ｗ０ ＝ ５
３８４

ＰＬ４ｘ
Ｄ１１
（ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｌｏｎｇｐｌａｔｅ

ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ，ＯＬＡ法）。正交层合板中面最大位移ｗ０

分析结果如图２所示。
从图２中可以发现，ＦＥＭ得到最大位移解 ｗ０均

在解析解５％误差范围内，且随长宽比 ＡＲ增大，两者
误差趋于稳定一致；３种铺层方案中，当 ＡＲ不同时
ＦＥＭ得到位移解与解析解误差表现不一：表３的２号
铺层中整体 ＦＥＭ与解析解 ｗ０误差最小，最大误差在
ＡＲ＝１０处为１．７５％；表３的３号铺层整体最大误差在

表３　正交层合板铺层角度与弯曲刚度
Ｔａｂｌｅ３　Ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃｌａｍｉｎａｔｅｓｐｌｙａｎｇｌｅ

ａｎｄｂｅｎｄｉｎｇｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

编号 铺层角
弯曲刚度

Ｄ１１ Ｄ１２ Ｄ２２ Ｄ６６

１ ［０／０／０／０／０／０／０／０／０／０］ｓ ９９．２５ １．９４ ６．４７ ３．０３

２ ［９０／９０／９０／９０／９０／９０／９０／９０／９０／９０］ｓ ６．４７ １．９４９９．２５ ３．０３

３ ［０／９０／９０／０／０／９０／９０／０／０／９０］ｓ ５４．２５ １．９４５１．４７ ３．０３
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图２　正交层合板最大位移ｗ０

Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｍａｘｉｍｕｍｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｗ０ｏｆ
ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃｌａｍｉｎａｔｅｓ

４．００％左右，而 １号铺层整体误差居中，最大误差
２５０％左右。

图２中，正交层合板ＯＬＡ法与ＭＡＴＬＡＢ解析法在
处理较大ＡＲ时，两者中面最大位移解ｗ

０误差较小，可

由ＯＬＡ法查同性材料设计手册来计算力学特性。表４

中列出ＯＬＡ法与ＭＡＴＬＡＢ解析法在临界
Ｌｙ
Ｌｘ
＝３４

Ｄ１１
Ｄ槡２２

处位移值ｗ０。可见，当低弯曲刚度Ｄ１１时，ｗ
０最大位移

误差明显加剧，达到了２９４．４％的误差，在临界 ＡＲ处
明显不适用ＯＬＡ法。
表４　正交层合板ＯＬＡ与ＭＡＴＬＡＢ解析解位移ｗ０

Ｔａｂｌｅ４　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｗ０ｏｆＯＬＡａｎｄＭＡＴＬＡＢ
ｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃｌａｍｉｎａｔｅｓ

编号
弯曲刚

度Ｄ１１
临界比３４

Ｄ１１
Ｄ槡２２

ＭＡＴＬＡＢ解

析解ｗ０／ｍｍ

ＯＬＡ法

ｗ０／ｍｍ

误差

ｅＤＩＦＦ／％

１ ９９．２５ ５．９３ １０．４９ １０．４７ －０．２

２ ６．４７ １．５２ ４０．７２ １６０．５８ ２９４．４

３ ５４．２５ ３．０４ ２０．１８ １９．１５ －５．１

３．２　１０％原则设计层合板
Ｔｓａｉ提出的层合板１０％原则设计更广泛的应用

于实际，其没有像正交层合板那样有严格的铺层参数

限制。课题组按［Φ２／［θ／０／０／θ］２］ｓ（其中 Φ＝９０＋
θ／２）铺层，Ｔｓａｉ视该设计层合板性能近似正交层合板，
故作正交近似分析（ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ，ＯＡ）。令
θ＝１５°，３０°，４５°，６０°，７５°，９０°时，复合层合板弯曲刚度
如表５所示。

不同层合板ＡＲ下，比较了 ＦＥＭ及作近似正交层
合板（即令Ｄ１６＝Ｄ２６＝０）分析法和ＭＡＴＬＡＢ解析法得
到中面最大位移 ｗ０解析解。其中 θ＝１５°，４５°，９０°的
层合板最大位移ｗ０如图３所示。

表５　１０％原则层合板弯曲刚度
Ｔａｂｌｅ５　Ｂｅｎｄｉｎｇｓｔｉｆｆｎｅｓｓｏｆ１０％ ｒｕｌｅｌａｍｉｎａｔｅｓ

角度

θ／（°）

弯曲刚度

Ｄ１１ Ｄ１２ Ｄ２２ Ｄ６６ Ｄ１６ Ｄ２６

１５ ４９．９１ ４．６２ ５０．４５ ５．７１ ７．２０ －５．０１

３０ ４０．３９ １０．５１ ４８．１９ １１．６１ ９．４２ －６．７０

４５ ３１．２５ １５．２０ ４７．９６ １６．２９ ５．５２ －５．４３

６０ ２７．１０ １５．９９ ５０．５３ １７．０８ －１．４６ －４．２０

７５ ２８．５９ １４．１０ ５２．８５ １５．１９ －７．５４ －６．２７

９０ ３３．４７ １２．８９ ５０．３６ １３．９８ －１１．３２ －１１．３２

图３　１０％原则设计层合板最大位移ｗ０

Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｍａｘｉｍｕｍｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｗ０ｏｆ
１０％ ｒｕｌｅｌａｍｉｎａｔｅｓ

　　６种不同 θ铺层角度设计下，ＦＥＭ分析得到的中
面最大位移ｗ０在ＡＲ＝１，２时，与解析解误差在２％左
右，除了 θ＝１５°，ＡＲ ＝１，２时，误差为 ５１９％与
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５０７％；在ＡＲ大于３情况下，则均在１％范围内。ＯＡ
分析法相较于解析解ｗ０误差基本控制在２％内，且在
ＡＲ大于３的情况下，两者基本一致；而在低 ＡＲ情况
下，则表现不一：由于ＯＡ分析忽略了弯扭耦合刚度效
应，对于表５中 Ｄ１６，Ｄ２６越大，则两分析法得到的偏差
越大，如在ＡＲ＝１，２，３情况下，θ＝９０°时，误差分别为
１０９８％，８６７％，４４６％，而在 θ＝６０°时，误差则为
０５８％，０２９％，０１３％。可见，ＡＲ大于 ３的情况下，
ＦＥＭ与ＯＡ法都可得到近似解析解；ＡＲ小于３时，两
种分析法符合精度要求，但对于大弯扭耦合刚度 Ｄ１６，
Ｄ２６下，近似作正交层合板（ＯＡ）得到的数值解相较于
解析解存在较大差距。

图３中，ＯＬＡ与 ＭＡＴＬＡＢ分析在较大 ＡＲ层合板
下，两者得到的中面最大位移ｗ０解基本一致。表６中

列出ＯＬＡ与ＭＡＴＬＡＢ解析解在临界
Ｌｘ
Ｌｙ
＝３４

Ｄ１１
Ｄ槡２２
处位

移值比较。其表现特性与正交层合板分析的结论

一致。

表６　１０％原则设计层合板ＯＬＡ与ＭＡＴＬＡＢ解析解ｗ０

Ｔａｂｌｅ６　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｗ０ｏｆＯＬＡａｎｄＭＡＴＬＡＢｅｘａｃｔ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ１０％ ｒｕｌｅｌａｍｉｎａｔｅｓ

角度

θ／（°）

弯曲刚

度Ｄ１１

临界比

３４
Ｄ１１
Ｄ槡１２

ＭＡＴＬＡＢ

解析解ｗ０／ｍｍ

ＯＬＡ法

ｗ０／ｍｍ

误差

ｅＤＩＦＦ／％

１５ ４９．９１ ２．９９ ２１．７８ ２０．８２ －４．４

３０ ４０．３９ ２．８７ ２５．１６ ２５．７２ ２．２

４５ ３１．２５ ２．７０ ２７．７８ ３３．２５ １９．７

６０ ２７．１０ ２．５７ ２９．０２ ３８．３４ ３２．１

７５ ２８．５９ ２．５７ ２９．９７ ３６．３４ ２１．２

４　结论
１）基于Ｒｉｔｚ法与最小势能原理，推导四边简支对

称矩形层合板解析解，经过代数、矩阵处理后，便于

ＭＡＴＬＡＢ等商业软件编程求解；根据 ＭＡＴＬＡＢ编程表
明，使Ｉ，Ｊ取２５，足以使解析解稳定，获得精确解析解；
结合有限元法（ＦＥＭ）验证了有限元模型有效性。
２）ＯＬＡ法与 ＭＡＴＬＡＢ解析解对比发现，正交层

合板与１０％原则设计层合板在低弯曲刚度 Ｄ１１下，最
大位移ｗ０误差加剧，该刚度下的临界 ＡＲ处并不适用

ＯＬＡ法，而在大ＡＲ时，结果则一致。
３）正交层合板中，ＦＥＭ与解析解 ｗ０误差均在

５％范围内；且随长宽比ＡＲ增大，两者误差趋于稳定与
一致。

４）１０％原则设计层合板中，ＡＲ大于３的情况下，
ＦＥＭ与ＯＡ法得到ｗ０与解析解一致；ＡＲ小于３时，两
种分析法符合工程需求；但于大弯扭耦合刚度下，ＯＡ
法解相较于解析解存在较大误差。
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