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考虑横力弯曲的直角柔性铰链单元的力学特性
夏道朋，赖磊捷

（上海工程技术大学 机械与汽车工程学院，上海　２０１６２０）

摘　要：为了深入分析平面上受复合载荷作用的直角柔性铰链单元的力学特性，运用弹性力学方法推出了柔性铰链自由
端在横向载荷和弯矩作用下的位移；基于理想弹性体的小变形假设，通过叠加法求得柔性铰链自由端总的位移，并由此

得到柔性铰链的柔度矩阵；推出了直角柔性铰链单元两端位移都不为零时的整体刚度矩阵。通过有限元分析验证，当横

向载荷作用于柔性铰链自由端时，由于考虑了剪切力对位移的影响，文中推出的直角柔性铰链的柔度具有较高的精确

度，特别是当柔性铰链的高度与长度之比大于１／５时，相比材料力学解精确度更高，这对于直角柔性铰链的深入研究和
实际应用都有一定的参考价值。
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　　２０世纪８０年代以来，随着现代制造业的发展和
微纳米技术的兴起，柔性机构被广泛的应用于微机电

系统、精密工程、生物医学和机器人等诸多领域［１］。

作为柔性机构重要形式之一的柔性铰链，因其具有结

构紧凑、无间隙和摩擦、运动灵敏度高、不需要维护和

使用寿命长等优点［２３］，受到国内外众多学者的关注。

赵宏伟等利用卡式定理求出了空间坐标系下直角

柔性铰链的刚度矩阵，并定性分析了铰链尺寸参数对
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刚度的影响［４］１４４－１４６。除了常见的直角柔性铰链，陈应

舒等研究了椭圆弧型柔性铰链的力学特性，并对推得

的柔度矩阵进行了有限元验证［５］；ＹａｎｇＭｉａｏ等用非
线性有限元方法对平面上对称超弹性柔性铰链的变形

进行了建模，并通过有限元分析和实验验证了模型的

正确性［６］。近年来，出现了许多新式的柔性铰链结

构，杜云松等利用虚功原理和矩阵法对多个柔性铰链

串并联机构进行了分析，给出了具体的柔度计算公

式［７］；ＬｉｕＭｉｎ等提出了一种单轴多缺口的新型柔性铰
链［８］。

文献［４］第１４４页中采用有限元静力学仿真对常
见的典型柔性铰链的力学性能进行了对比分析，结果

表明直角柔性铰链对外界刺激的响应最为敏感，在相

同载荷作用下变形量最大，并且能在平动、弯曲和扭转

等多种运动模式下工作，其结构又易于加工制造，因此

直角柔性铰链在精密工程等多个领域得到广泛的应

用［４］１４６。对于一端固定另一端自由的的直角柔性铰

链，将其视为悬臂梁，自由端受复合载荷作用，课题组

利用弹性力学中的逆解法求得柔性铰链的位移和柔

度；在此基础上，推导了平面上直角柔性铰链两端都有

位移时的整体刚度矩阵；最后通过有限元分析验证了

柔度公式的正确性，并与材料力学解进行了对比。

１　直角柔性铰链的位移
柔性铰链的尺寸如图１所示，长度为 ｌ，宽度为 ｂ，

高度为ｔ。图２所示为柔性铰链单元的受力情况，Ｆｘ，
Ｆｙ和Ｍｚ分别代表轴向力、横向力和弯矩。为了便于研
究，取单位宽度的柔性铰链作为考察对象。

图１　柔性铰链尺寸示意图
Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｆｌｅｘｕｒｅｈｉｎｇｅ

图２　柔性铰链单元受力情况
Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｆｏｒｃｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆｆｌｅｘｕｒｅｈｉｎｇｅｕｎｉｔ

１．１　柔性铰链左端自由右端固定
左端自由，右端固定时柔性铰链的变形如图 ３

所示。

图３　右端固定时柔性铰链的变形示意图
Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｆｌｅｘｕｒｅｈｉｎｇｅ

ｄｕｒｉｎｇｆｉｘｅｄａｔｒｉｇｈｔｅｎｄ
１．１．１　柔性铰链左端仅受横向载荷Ｆｙｉ时

由弹性力学得满足相容方程和边界条件的应力函

数Φ和应力分量分别为：

Φ＝
３Ｆｙｉ
２ｔ· ｙ－

２Ｆｙｉ
ｔ３
ｙ[ ]３ ·ｘ； （１）

σｘ＝－
Ｆｙｉ
Ｉ·ｘｙ；

σｙ＝０；

τｘｙ＝－
Ｆｙｉ
２Ｉ·

ｔ２
４－ｙ( )２











。

（２）

式中：σｘ和σｙ分别为沿 ｘ和 ｙ方向的正应力；τｘｙ为切
应力；Ｉ＝ｂｔ３／１２为横截面对中性轴的惯性矩。

由广义胡克定律，得平面应力问题的 ３个应变
分量：

εｘ＝
１
Ｅ（σｘ－μσｙ）＝－

Ｆｙｉ
ＥＩ·ｘｙ； （３）

εｙ＝
１
Ｅ（σｙ－μσｘ）＝

μＦｙｉ
ＥＩ·ｘｙ； （４）

γｘｙ＝
２（１＋μ）
Ｅ ·τｘｙ＝

（１＋μ）Ｆｙｉ
ＥＩ －ｔ

２

４＋ｙ( )２ 。（５）
式中：εｘ和εｙ分别为沿ｘ和ｙ方向的线应变；γｘｙ为切应
变；Ｅ为材料的弹性模量；μ为泊松比。

平面几何方程中εｘ＝
ｕ
ｘ
，εｙ＝

ｗ
ｙ
，所以

ｕ
ｘ
＝－
Ｆｙｉ
ＥＩ·

ｘｙ，ｗ
ｙ
＝
μＦｙｉ
ＥＩ·ｘｙ，积分得：

ｕ＝－
Ｆｙｉ
２ＥＩ·ｘ

２ｙ＋ｆ（ｙ）；

ｗ＝
μＦｙｉ
２ＥＩ·ｘｙ

２＋ｆ（ｘ









）。

（６）

式中：ｕ，ｗ分别为柔性铰链中心轴沿ｘ，ｙ方向的位移。

又因为平面几何方程中γｘｙ＝
ｕ
ｙ
＋ｗ
ｘ
，将公式（６）
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代入，再将γｘｙ代入公式（５）后整理得：

ｄｆ（ｘ）
ｄｘ －

Ｆｙｉ
２ＥＩ·ｘ

２＝－ｄｆ（ｙ）ｄｙ ＋
Ｆｙｉ
ＥＩ
２＋μ
２ ·ｙ

２－１＋μ４ ·ｔ( )２ 。
（７）

公式（７）左边是关于ｘ的函数，右边是关于ｙ的函
数，因此，只有两边都等于同一个常数 ｃ１时，公式（７）
才能成立，即

ｄｆ（ｘ）
ｄｘ ＝

Ｆｙｉ
２ＥＩ·ｘ

２＋ｃ１； （８）

ｄｆ（ｙ）
ｄｙ ＝

Ｆｙｉ
ＥＩ
２＋μ
２ ·ｙ

２－１＋μ４ ·ｔ( )２ －ｃ１。 （９）

积分后得：

ｆ（ｘ）＝
Ｆｙｉ
６ＥＩ·ｘ

３＋ｃ１ｘ＋ｃ２； （１０）

ｆ（ｙ）＝
Ｆｙｉ
ＥＩ
２＋μ
６ ·ｙ

３－１＋μ４ ·ｔ
２( )ｙ－ｃ１ｙ＋ｃ３。（１１）

将ｆ（ｘ），ｆ（ｙ）代入公式（６）得：

ｕ＝－
Ｆｙｉ
２ＥＩ·ｘ

２ｙ＋
Ｆｙｉ
ＥＩ
２＋μ
６ ·ｙ

３－１＋μ４ ·ｔ
２( )ｙ－ｃ１ｙ＋ｃ３；（１２）

ｗ＝
μＦｙｉ
２ＥＩ·ｘｙ

２＋
Ｆｙｉ
６ＥＩ·ｘ

３＋ｃ１ｘ＋ｃ２。 （１３）

式中：常系数ｃ１，ｃ２和ｃ３可由边界条件求得。
由于铰链的右端固定，所以认为右端截面的中点

既无线位移也无角位移，从而可得边界条件：

ｕ｜ｘ＝ｌｙ＝０＝０；ｗ｜
ｘ＝ｌ
ｙ＝０＝０；

ｕ
ｙ

ｘ＝ｌ

ｙ＝０
＝０。

即有：

ｃ１＝－
Ｆｙｉｌ

２

２ＥＩ－
（１＋μ）Ｆｙｉｔ

２

４ＥＩ ；

ｃ２＝
Ｆｙｉｌ

３

３ＥＩ＋
（１＋μ）Ｆｙｉｌｔ

２

４ＥＩ ；

ｃ３＝０。
将ｃ１，ｃ２，ｃ３代入公式（１２）和公式（１３）得铰链中心

轴的位移：

ｕ＝－
Ｆｙｉ
２ＥＩ·ｘ

２ｙ＋
（２＋μ）Ｆｙｉ
６ＥＩ ·ｙ３＋

Ｆｙｉｌ
２

２ＥＩ·ｙ；

ｗ＝
μＦｙｉ
２ＥＩ·ｘｙ

２＋
Ｆｙｉ
６ＥＩ·ｘ

３－
Ｆｙｉｌ

２

２ＥＩ·ｘ－
（１＋μ）Ｆｙｉｔ

２

４ＥＩ ·

ｘ＋
Ｆｙｉｌ

３

３ＥＩ＋
（１＋μ）Ｆｙｉｌｔ

２

４ＥＩ 。

自由端ｉ（ｘ＝０，ｙ＝０）的位移：
ｕｉ１＝０；

ｗｉ１＝
Ｆｙｉｌ

３

３ＥＩ＋
（１＋μ）Ｆｙｉｌｔ

２

４ＥＩ ＝
Ｆｙｉｌ

３

３ＥＩ＋
３Ｆｙｉｌ
２Ｇｂｔ。

式中：Ｇ为材料的剪切模量。
１．１．２　柔性铰链左端仅受弯矩Ｍｚｉ时

同样由弹性力学得满足相容方程和边界条件的应

力函数Φ和应力分量分别为：

Φ＝
２Ｍｚｉ
ｔ３
·ｙ３；

σｘ＝
１２Ｍｚｉ
ｔ３
·ｙ，

σｙ＝０，

τｘｙ＝０










。

可得柔性铰链中心轴的位移：

ｕ＝－
Ｍｚｉ
ＥＩ（ｌ－ｘ）ｙ，

ｗ＝－
Ｍｚｉ
２ＥＩ（ｌ－ｘ）

２－
μＭｚｉ
２ＥＩ·ｙ

２









 。

自由端ｉ（ｘ＝０，ｙ＝０）的位移为：
ｕｉ２＝０，

ｗｉ２＝－
Ｍｚｉｌ

２

２ＥＩ
{ 。

１．１．３　柔性铰链左端仅受轴向载荷Ｆｘｉ时
由胡克定律得：

ｕｉ３＝
Ｆｘｉ
Ｅｂｔ。

综上，设柔性铰链满足理想弹性体的小变形假设，

可应用叠加原理，故自由端ｉ总的位移为：

ｕｉ＝ｕｉ１＋ｕｉ２＋ｕｉ３＝
Ｆｘｉｌ
Ｅｂｔ；

ｗｉ＝ｗｉ１＋ｗｉ２＝
Ｆｙｉｌ

３

３ＥＩ＋
３Ｆｙｉｌ
２Ｇｂｔ－

Ｍｚｉｌ
２

２ＥＩ；

θｉ＝θｉ１＋θｉ２＝－
Ｆｙｉｌ

２

２ＥＩ＋
Ｍｚｉｌ
ＥＩ













。

（１４）

式中：θｉ１＝－
Ｆｙｉｌ

２

２ＥＩ，θｉ２＝
Ｍｚｉｌ
ＥＩ分别为横向载荷Ｆｙｉ和弯矩

Ｍｚｉ产生的端截面转角，查表可得。
１．２　柔性铰链左端固定右端自由

柔性铰链的变形如图４所示。可求得自由端 ｊ的
位移为：

ｕｊ＝
Ｆｘｊｌ
Ｅｂｔ；

ｗｊ＝
Ｆｙｊｌ

３

３ＥＩ＋
３Ｆｙｊｌ
２Ｇｂｔ＋

Ｍｚｊｌ
２

２ＥＩ；

θｊ＝
Ｆｙｊｌ

２

２ＥＩ＋
Ｍｚｊｌ
ＥＩ













。

（１５）
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图４　左端固定时柔性铰链的变形情况
Ｆｉｇｕｒｅ４　Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｆｌｅｘｕｒｅｈｉｎｇｅｆｉｘｅｄａｔｌｅｆｔｅｎｄ
２　直角柔性铰链单元的整体刚度矩阵

当柔性铰链左端自由右端固定时，由公式（１４）可
求得作用于左端的力和力矩为：

Ｆｘｉ＝
Ｅｂｔ
ｌ·ｕｉ；

Ｆｙｉ＝
１２ＥＩＧｂｔ

Ｇｂｔｌ３＋１８ＥＩＬ
·ｗｉ＋

６ＥＩＧｂｔ
Ｇｂｔｌ２＋１８ＥＩ

·θｉ；

Ｍｚｉ＝
６ＥＩＧｂｔ

Ｇｂｔｌ２＋１８ＥＩ
·ｗｉ＋

２ＥＩ（２Ｇｂｔｌ２＋９ＥＩ）
Ｇｂｔｌ３＋１８ＥＩｌ

·θｉ











。

（１６）

由铰链右端的受力平衡方程式，可求得右端受到

的作用力和力矩为：

Ｆｘｊ＝－
Ｅｂｔ
ｌ·ｕｉ；

Ｆｙｊ＝－
１２ＥＩＧｂｔ

Ｇｂｔｌ３＋１８ＥＩＬ
·ｗｉ－

６ＥＩＧｂｔ
Ｇｂｔｌ２＋１８ＥＩ

·θｉ；

Ｍｚｊ＝
６ＥＩＧｂｔ

Ｇｂｔｌ２＋１８ＥＩ
·ｗｉ＋

２ＥＩ（２Ｇｂｔｌ２－９ＥＩ）
Ｇｂｔｌ３＋１８ＥＩｌ

·θｉ











。

（１７）

　　同理，可求得当柔性铰链左端固定右端自由时，铰
链两端受到的作用力和力矩。

左端：

Ｆｘｉ＝－
Ｅｂｔ
ｌ·ｕｊ；

Ｆｙｉ＝－
１２ＥＩＧｂｔ

Ｇｂｔｌ３＋１８ＥＩＬ
·ｗｊ＋

６ＥＩＧｂｔ
Ｇｂｔｌ２＋１８ＥＩ

·θｊ；

Ｍｚｉ＝－
６ＥＩＧｂｔ

Ｇｂｔｌ２＋１８ＥＩ
·ｗｊ＋

２ＥＩ（２Ｇｂｔｌ２－９ＥＩ）
Ｇｂｔｌ３＋１８ＥＩｌ

·θｊ











。

（１８）

右端：

Ｆｘｊ＝－
Ｅｂｔ
ｌ·ｕｊ；

Ｆｙｊ＝
１２ＥＩＧｂｔ

Ｇｂｔｌ３＋１８ＥＩＬ
·ｗｊ－

６ＥＩＧｂｔ
Ｇｂｔｌ２＋１８ＥＩ

·θｊ；

Ｍｚｊ＝－
６ＥＩＧｂｔ

Ｇｂｔｌ２＋１８ＥＩ
·ｗｊ＋

２ＥＩ（２Ｇｂｔｌ２＋９ＥＩ）
Ｇｂｔｌ３＋１８ＥＩｌ

·θｊ











。

（１９）

由公式（１６）～（１９），可得到当柔性铰链两端的位
移ｕｉ，ｗｉ，θｉ，ｕｊ，ｗｊ和θｊ都不为零时，柔性铰链在组合变
形下的整体刚度

Ｆ＝ｋδ。 （２０）
式中：

Ｆ＝［Ｆｘｉ　Ｆｙｉ　Ｍｚｉ　Ｆｘｊ　Ｆｙｊ　Ｍｚｊ］
Ｔ，

δ＝［ｕｉ　ｗｉ　θｉ　ｕｊ　ｗｊ　θｊ］
Ｔ，

ｋ＝

Ｅｂｔ
ｌ ０ ０ －Ｅｂｔｌ ０ ０

０ １２ＥＩＧｂｔ
Ｇｂｔｌ３＋１８ＥＩＬ

６ＥＩＧｂｔ
Ｇｂｔｌ２＋１８ＥＩ

０ － １２ＥＩＧｂｔ
Ｇｂｔｌ３＋１８ＥＩＬ

６ＥＩＧｂｔ
Ｇｂｔｌ２＋１８ＥＩ

０ ６ＥＩＧｂｔ
Ｇｂｔｌ２＋１８ＥＩ

２ＥＩ（２Ｇｂｔｌ２＋９ＥＩ）
Ｇｂｔｌ３＋１８ＥＩｌ

０ － ６ＥＩＧｂｔ
Ｇｂｔｌ２＋１８ＥＩ

２ＥＩ（２Ｇｂｔｌ２－９ＥＩ）
Ｇｂｔｌ３＋１８ＥＩｌ

－Ｅｂｔｌ ０ ０ Ｅｂｔ
ｌ ０ ０

０ － １２ＥＩＧｂｔ
Ｇｂｔｌ３＋１８ＥＩＬ

－ ６ＥＩＧｂｔ
Ｇｂｔｌ２＋１８ＥＩ

０ １２ＥＩＧｂｔ
Ｇｂｔｌ３＋１８ＥＩＬ

－ ６ＥＩＧｂｔ
Ｇｂｔｌ２＋１８ＥＩ

０ ６ＥＩＧｂｔ
Ｇｂｔｌ２＋１８ＥＩ

２ＥＩ（２Ｇｂｔｌ２－９ＥＩ）
Ｇｂｔｌ３＋１８ＥＩｌ

０ － ６ＥＩＧｂｔ
Ｇｂｔｌ２＋１８ＥＩ

２ＥＩ（２Ｇｂｔｌ２＋９ＥＩ）
Ｇｂｔｌ３＋１８

































ＥＩｌ

，

为柔性铰链单元的整体刚度矩阵。

图５所示为柔性铰链单元两端自由时的整体变形
情况。

图５　柔性铰链单元整体变形情况
Ｆｉｇｕｒｅ５　Ｏｖｅｒａｌｌｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｆｌｅｘｕｒｅｈｉｎｇｅｕｎｉｔ

３　有限元分析验证柔度公式的正确性
由公式（１５）可得柔性铰链的柔度矩阵

Ｃ＝

ｌ
Ｅｂｔ ０ ０

０ ｌ３
３ＥＩ＋

３ｌ
２Ｇｂｔ

ｌ２
２ＥＩ

０ ｌ２
２ＥＩ

ｌ















ＥＩ

。

由此可知，当柔性铰链自由端仅受弯矩 Ｍｚ作用
时，课题组求出的横向位移（即挠度）与材料力学中给

·３２·　［研究·设计］ 　 　 夏道朋，等：考虑横力弯曲的直角柔性铰链单元的力学特性 　 　 　　　　　　　



出的悬臂梁在弯矩作用下的位移完全相同，都为 ｗ＝
Ｍｚｌ

２／（２ＥＩ），说明了课题组求得柔度公式的正确性。
而当横向载荷Ｆｙ单独作用于柔性铰链自由端时，课题
组求出的横向位移ｗ＝Ｆｙｌ

３／（３ＥＩ）＋３Ｆｙｌ／（２Ｇｂｔ）与材
料力学中的位移 ｗ＝Ｆｙｌ

３／（３ＥＩ）有所不同，两者相差
３Ｆｙｌ／（２Ｇｂｔ）。课题组用有限元分析的方法验证横向
载荷Ｆｙ作用下课题组所求出的柔度ＣｙＦｙ＝ｌ

３／（３ＥＩ）＋
３ｌ／（２Ｇｂｔ）的精确性。

取６组柔性铰链，具体尺寸如表１所示，在三维软
件ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ中建立实体模型，并将其导入有限元分

析软件ＡＮＳＹＳＷｏｒｋｂｅｎｃｈ中，材料选为硬铝合金，弹
性模量Ｅ＝７１ＧＰａ，泊松比 μ＝０．３３，且使其一端固定
一端自由。柔性铰链的有限元模型如图６所示，当铰
链自由端受到Ｆｙ作用时，分别用材料力学公式 ＣｙＦｙ＝
ｌ３／（３ＥＩ）和课题组提出的公式 ＣｙＦｙ＝ｌ

３／（３ＥＩ）＋３ｌ／
（２Ｇｂｔ）求出柔性铰链的柔度，并将两者与有限元分析
的结果进行比较。ｅ１，ｅ２分别为材料力学解和本文解
析解与有限元分析解的误差。图７所示为柔性铰链有
限元变形情况。

表１　柔性铰链的尺寸及其对应的柔度ＣｙＦｙ计算结果与误差
Ｔａｂｌｅ１　ＤｉｍｅｎｓｉｏｎｓｏｆｆｌｅｘｕｒｅｈｉｎｇｅａｎｄｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓａｎｄｅｒｒｏｒｓｏｆｆｌｅｘｉｂｉｌｉｔｙＣｙＦｙ

组别 ｂ／ｍｍ ｔ／ｍｍ ｌ／ｍｍ ｔ／ｌ
柔度Ｃｙ－Ｆｙ×１０

－６／（ｍ·Ｎ－１）

材料力学解 本文解析解 有限元分析解
误差ｅ１／％ 误差ｅ２／％

１ １ ０．５ ５ １／１０ ５６．３３８０００ ５６．９０００００ ５５．８６５０００ ０．８４６７ １．８５３０

２ １ １．０ ８ １／８ ２８．８４５０００ ２９．２９５０００ ２８．８９６０００ ０．１７６４ １．３８００

３ １ ２．０ １０ １／５ ７．０４２３００ ７．３２３２００ ７．１９３３００ ２．０９９０ １．８０６０

４ １ ４．０ １０ ２／５ ０．８８０２８０ １．０２０８００ ０．９８２７６０ １０．４３００ ３．８７１０

５ １ ６．０ １２ １／２ ０．４５０７００ ０．５６３１００ ０．５３７１３０ １６．０９００ ４．８３５０

６ １ １０．０ １０ １ ０．０５６３３８ ０．１１２５４０ ０．１０４２７０ ４５．９７００ ７．９３１０

图６　柔性铰链有限元模型
Ｆｉｇｕｒｅ６　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌｏｆｆｌｅｘｕｒｅｈｉｎｇｅ

图７　柔性铰链有限元变形情况
Ｆｉｇｕｒｅ７　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｆｌｅｘｕｒｅｈｉｎｇｅ

　　由表１的计算结果可知，当柔性铰链的宽度为定
值时，随着ｔ／ｌ（柔性铰链高度与长度之比）的增加，误
差ｅ１和 ｅ２的数值总体上呈现出逐渐增大的趋势。当
ｔ／ｌ≤１／５时，ｅ１和 ｅ２都比较小，说明此时用２种方法求
解柔性铰链的柔度都能得到比较高的精确度；当 ｔ／ｌ＞
１／５时，ｅ１＞ｅ２，且ｅ１急剧增大，说明此时材料力学解的
误差较大，而本文解析解的误差相对较小，有较高的

精度。

４　结语
１）课题组对平面上受复合载荷作用的直角柔性

铰链单元，采用弹性力学中的逆解法，先根据单个载荷

作用下的应力函数和应力分量，推出自由端的分位移，

再由叠加法求得总位移，由此得到柔性铰链的柔度。

２）课题组求出了直角柔性铰链单元两端都有位
移时的整体刚度矩阵。

３）课题组在横向载荷作用下，对推出的直角柔性
铰链的柔度进行了有限元仿真验证，由于考虑了剪切

力对位移的影响，求得的柔度公式具有较高的精确度，

特别是当柔性铰链的高度与长度之比 ｔ／ｌ＞１／５时，本
文的解析解比材料力学解更加精确；而在弯矩作用下，

本文柔度公式与材料力学公式完全相同。

４）课题组用弹性力学方法研究了直角柔性铰链
的力学特性，得到了比较精确的柔度计算公式，为深入

研究柔性铰链的机械性能提供了参考；对用弹性力学

的方法研究其他类型的柔性铰链也有一定的参考意义。
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