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摘　要：由于曲柄群机构的曲柄个数和任意２个曲柄间连杆个数的不确定性，传统方法计算该机构的自由度会遇到虚约
束判断等问题。课题组在分析了曲柄群机构基本单元运动特性的基础上，定义了连杆桁架；基于连杆桁架的概念，总结

了不同拓扑结构形式的曲柄群机构在结构上的统一性；利用旋量理论计算了含任意多个曲柄的曲柄群机构的公共约束

数及冗余约束数，并计算得出含任意多个曲柄的曲柄群机构自由度。计算结果表明，利用旋量理论和连杆桁架概念简化

了曲柄群机构的构件数，避开了繁琐的计算。研究实现了对含任意多个曲柄的曲柄群机构自由度计算的统一。
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　　曲柄群机构在专用钻床［１］、包装设备和印刷机械

等需要实现平行轴同步传动的场合应用较为广泛［２４］。

在曲柄群机构中，所有曲柄具有相同的长度和运动相

位，任意２个曲柄及相应的连杆均构成一个平行四边
形机构［５７］。因此曲柄群机构是一种平面机构。在对

平面机构的自由度计算时，通常应考虑复合铰链、局部

自由度及虚约束［８］１８等因素。在不同的工作场合，曲

柄个数及两曲柄之间的连杆个数会不同，复合铰链、虚

约束以及有效构件数等的判定较为复杂，因此使用常

规方法如契贝舍夫公式计算曲柄群机构的自由度较为

困难［９］。对于修正的 ＧｒüｂｌｅｒＫｕｔｚｂａｃｈ（简称 ＧＫ）公
式的正确性，黄真、蔡汉忠等均在理论和实例应用上给

予了证明［１０１１］，但是对于含有个数不定，连杆连接形

式复杂的曲柄群机构，修正的 ＧＫ公式在计算机构自
由度时仍然较为繁琐。鉴于此，课题组通过分析曲柄

群机构基本单元的运动特点，提出连杆桁架的概念，简

化曲柄群机构的形式，结合旋量理论再利用 ＧＫ公式
对曲柄群机构的自由度进行统一描述。
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１　曲柄群机构的简化
根据曲柄群机构的定义，其示意图如图１所示。

图１　曲柄群机构示意图
Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｃｒａｎｋｇｒｏｕｐｍｅｃｈａｎｉｓｍ
平行四边形机构为曲柄群机构的基本单元，如单

元１１′２′２。如果曲柄１１′为主动曲柄，角速度为 ω，则
曲柄２２′的角速度也为ω，连杆１′２′的角速度为０，其上
任意一点的速度分量可用式（１）表示［８］６１。

ｖｘ＝－ｒ０ωｓｉｎθ；

ｖｙ＝ｒ０ωｃｏｓθ }。
（１）

式中：ｒ０为主动曲柄长度；θ为主动曲柄转角。
式（１）表示，在平行四边形中，所有连杆都作平

动，其速度只与完全主动曲柄的长度 ｒ及角速度 ω相
关。基于曲柄群机构的特点，所有连杆的运动状态完

全相同，因此可将所有连杆视为一个桁架，即连杆桁

架，这样曲柄群机构的简图可表示为图２所示的形式。

图２　简化的曲柄群机构示意图
Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ
ｃｒａｎｋｇｒｏｕｐｍｅｃｈａｎｉｓｍ

连杆桁架的定义将曲柄群机构的构件数简化为

（ｐ＋２），其中 ｐ为曲柄个数，且简化后的曲柄群机构
的每个铰接点均不存在复合铰链。更为重要的是，引

入连杆桁架概念后，曲柄群机构即可视为一个简单的

并联机构，其中连杆桁架为动平台，机架为静平台，每

一个曲柄为一个并联机构运动支链，可以利用旋量理

论描述该机构的运动和约束，简化自由度的计算过程。

２　曲柄群机构的运动旋量系与约束旋量系
２．１　旋量理论简介

在空间机构学中，任何转动副都可以用旋量表示

为［１２］

＄＝
Ｓ
Ｓ[ ]
０

。 （２）

式中：Ｓ为转动副的方向矢量，Ｓ０为Ｓ的线矩，Ｓ０＝ｒ×
Ｓ，其中，ｒ为Ｓ的位置矢量，且有Ｓ·Ｓ０＝０。

若２个旋量的互易积为零，即
＄１·＄２＝０。 （３）

式（３）表示２个旋量互为反旋量。２个互为反旋
量的旋量在机构中的意义为，如果其中一个旋量表示

物体的运动，则另一个旋量表示物体受到的约束。

２．２　曲柄群机构的运动旋量系和约束旋量系
参考图２，由于连杆桁架的存在，曲柄群机构可以

视为一个并联机构，则任意一个曲柄 ｎｎ′＝０都是一个
运动支链。设曲柄固定回转中心ｎ在坐标系ｘｏｙ中的
坐标为（ｘｎ，ｙｎ），曲柄与连杆桁架铰接点ｎ′相对于ｎ点
的坐标为（ｘ０，ｙ０），则支链 ｎｎ′上的２个转动副的运动
旋量构成一个运动旋量系，即

＄ｎ＝（０　０　１；ｙｎ　－ｘｎ　０）；

＄ｎ＝（０　０　１；ｙｎ＋ｙ０　 －ｘｎ－ｘ０　０ }）。 （４）

设上述运动旋量系的任意反螺旋为：

＄ｒ＝（Ｌｒ　Ｍｒ　Ｎｒ；Ｐｒ　Ｑｒ　Ｒｒ），
其中：（Ｌｒ　Ｍｒ　Ｎｒ）为＄ｒ的方向矢量；（Ｐｒ　Ｑｒ　Ｒｒ）
为＄ｒ的线距。即

＄ｎｏ＄
ｒ＝０；

＄ｎ′ｏ＄
ｒ＝０}。 （５）

也就是

Ｒｒ＋Ｌｒｙｎ－Ｍ
ｒｘｎ＝０；

Ｒｒ＋Ｌｒ（ｙｎ＋ｙ０）－Ｍ
ｒ（ｘｎ＋ｘ０）＝０}。 （６）

式（６）的所有解旋量构成了式（４）表示的运动旋
量系的反旋量系，即

＄ｒ１＝（０　０　１；０　０　０）；

＄ｒ２＝（０　０　１；１　０　０）；

＄ｒ３＝（０　０　１；０　１　０）；

＄ｒ４＝（ｘ０　ｙ０　０；０　０　ｘｎｙ０－ｙｎｘ０










）。

（７）

对于机构而言，运动旋量系的反旋量系即为该机

构的约束旋量系。

３　曲柄群机构的自由度
曲柄群机构的自由度可以通过修正的 ＧＫ公式

计算［１３］：
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Ｍ ＝ｄ（ｍ－ｇ－１）＋∑
ｇ

ｉ＝１
ｆｉ＋ｖ。 （８）

式中：Ｍ为机构自由度；ｄ为机构阶数，ｄ＝６－λ，λ为
机构的公共约束数；ｍ为机构的构件数；ｇ为机构运动
副的数目；ｆｉ为第ｉ个运动副的自由度数。

对于用旋量描述的并联机构，其公共约束数 λ为
每个运动支链提供给动平台的相同的约束旋量。从式

（７）可以看出，在每个运动支链提供给动平台的约束
旋量系中，前３个旋量完全相同，第４个旋量与运动支
链的位置有关。因此，对于包含ｐ个运动支链，即含有
ｐ个曲柄的曲柄群，其公共约束数为λ＝３，因此，

ｄ＝６－λ＝６－３＝３。 （９）
当引入连杆桁架概念后，

ｍ＝ｐ＋２。 （１０）
对于含ｐ个曲柄的曲柄群机构，有

ｇ＝２ｐ。 （１１）
曲柄群机构中运动副均为转动副，因此ｆｉ＝１，则

∑
ｇ

ｉ＝１
ｆｉ＝２ｐ。 （１２）

ｖ为机构的并联冗余约束数［１４］，ｖ＝ｔ－ｋ。其中
ｔ＝ｑｐ－λｐ，为所有运动支链提供给动平台的总的约束
数，去除表现为公共约束的约束总数后的冗余约束的

数目，ｑ为每个分支的约束数（即每个分支约束旋量系
对应矩阵的秩），ｋ为 ｔ个约束中的独立约束数。式
（７）为每个运动支链对动平台的约束旋量系，且其秩
为４，因此每个支链都具有４个线性无关的约束旋量，
即所有支链对动平台的总约束数为ｑｐ＝４ｐ。从式（７）
可知，每个运动支链４个约束中前３个约束表现为公
共约束，因此机构中表现为公共约束的总的约束数为

λｐ＝３ｐ。剩余的约束数为ｔ＝ｑｐ－λｐ＝ｐ。由这ｐ个约
束构成的约束旋量系如下：

＄ｒ１＝（ｘ０　ｙ０　０；０　０　ｘ１ｙ０－ｙ１ｘ０）；

＄ｒ２＝（ｘ０　ｙ０　０；０　０　ｘ２ｙ０－ｙ２ｘ０）；

＄ｒ３＝（ｘ０　ｙ０　０；０　０　ｘ３ｙ０－ｙ３ｘ０）；

　　　　　　　…
＄ｒｐ＝（ｘ０　ｙ０　０；０　０　ｘｐｙ０－ｙｐｘ０













）。

（１３）

其秩为２，即在去除表现为公共约束的旋量后，剩余的
所有约束实际上构成了一个２系旋量，即 ｋ＝２。则曲
柄群机构的并联冗余约束为：

ｖ＝ｔ－ｋ＝ｐ－２。 （１４）
将式（９）～（１１）、式（１２）和式（１４）代入式（８）得

Ｍ＝１， （１５）
即对于含有任意多个曲柄的曲柄群机构，其自由度总

为１。
４　结语

通过对曲柄群机构中连杆的运动分析，将所有连

杆简化为连杆桁架，此时曲柄群机构可视为一个并联

机构，为后续的自由度分析提供了理论基础。运用旋

量理论分析了曲柄群机构的公共约束数、阶数及并联

冗余约束数的计算方法。通过旋量理论对曲柄群机构

的自由度进行计算，结果显示，曲柄群机构的自由度为

１，从理论上证明了曲柄群机构的运动可行性；且在任
意一个曲柄输入一个独立的转动，则该机构就具有确

定的运动。
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