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方形截面直管道中惯性升力系数的拟合
薛壮壮，王企鲲

（上海理工大学 能源与动力工程学院，上海　２０００９３）

摘　要：为研究方形截面微通道内悬浮颗粒的惯性聚集现象，利用“运动相对性”原理对方形截面层流直通道中运动颗
粒所受惯性升力进行了数值计算。课题组研究了Ｃａｒｌｏ采用数据拟合方法获得的升力近似表达式的普适性，为了总结不
同工况下颗粒所受惯性升力系数的统一表达式，扩大了模型所选用的工况范围，所得的最佳拟合指数与Ｃａｒｌｏ的数据大
致相同。该升力系数表达式适用于位于方形截面中线上的较大粒径的颗粒。
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　　颗粒的惯性聚集现象最早被发现于２０世纪中叶，
当时的学者在实验观测中发现：较低雷诺数的层流圆

形截面通道中，散布于通道截面上的细微颗粒在随通

道中的流体做同向运动时，会自发地进行径向迁移；经

过一定时间的移动后，颗粒会在通道的圆形截面上形

成一个同心圆环的稳定聚集区域，并继续沿主流方向

移动。此即颗粒“惯性聚集”现象，它表明：颗粒在低

雷诺数层流直管内运动时，除受到流体沿流向的驱动

力外，还会因受到垂直于主流方向的横向升力作用而

发生横向迁移［１］。这个横向升力源于流场的惯性力

作用，故被称为“惯性升力”，又被称为“管状收缩效

应”。它是产生颗粒惯性聚集现象的力学成因［２３］。

颗粒的“惯性聚集”现象被发现后，引起一些学者

的关注［４６］。随着对微流动领域的深入研究，“惯性聚

集”现象被应用于微流控芯片，惯性微技术已成为操

纵和检验细胞或者微小颗粒的重要工具。近年来，颗

粒的惯性聚集被广泛地应用于颗粒或细胞的分离、聚

焦、过滤和水动力拉伸等，在物化、环境和生物医学领

域中，许多生物物品分离与操作的有效技术已经发展

起来，如电泳、磁电泳和声磁阻等。
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惯性迁移的关键是横向升力的存在，当颗粒迁移

至横向升力为零时，其横向位置不再发生变化而仅沿

主流方向运动。在理论研究中，往往采用摄动法中的

“渐进匹配展开法”对 ＮＳ方程求近似解以获得颗粒
所受惯性升力为零的位置。但摄动法仅适用于“点颗

粒”的情况，即ａＨ。并未考虑颗粒尺寸对于周围流
场的影响。因此摄动法不适用于研究具有一定尺寸大

小的颗粒力学特性。

Ｃａｒｌｏ等［２，７］认为引发惯性聚集现象的惯性升力是

通道中的流场惯性力（即 ＮＳ方程中含有加速度的
项）作用于颗粒上的结果，故在对低雷诺数的固液两
相流通道中的流体进行数学描述时，必须以完整的 Ｎ
Ｓ方程来描述。一些低雷诺数流动下近似形式的 ＮＳ
方程，如Ｓｔｏｋｅｓ和Ｏｓｅｅｎ方程，则不能正确地描述通道
中的这一流场特征。

同时，为验证颗粒自身尺寸对于其所受惯性升力

的影响，Ｃａｒｌｏ等［２］３０４０定义了新的升力系数表达式，并

指出：突破“点颗粒”的假设后，较大粒径的颗粒所受

惯性升力在通道截面上的壁面附近和中心附近２个区
域内，分别存在不同的分布特征：距离管道轴心较近区

域有ＦＬ∝ρＵ
２ａ３／Ｈ；靠近管壁附近有ＦＬ∝ρＵ

２ａ６／Ｈ４。
Ｃａｒｌｏ的研究结果与之前学者用“渐进匹配展开

法”获得的理论结果有很大差异，但这恰恰反映了颗

粒尺寸对于惯性升力的分布特征的影响。值得注意的

是，上述结果是对数值计算所得的惯性升力值进行拟

合获得的。

课题组借鉴了 Ｃａｒｌｏ数据拟合的惯性升力公式，
并扩大了计算工况范围，对方管直通道进行模拟计算，

以更多的样本数据进行拟合，以期得出更为贴合实际

的升力系数表达式，验证该结论的广泛适用性。

１　问题的提出
假设颗粒大小对通道中的流场没有影响，即颗粒

为“点颗粒”时，通过利用摄动法中的“渐进匹配展开

方法”对于ＮＳ方程进行近似求解得到的惯性升力表
达式中，无量纲惯性升力系数

ＣＦＬ＝
ＦＬＨ

２

ρＵ２ａ４
。 （１）

式中：ＦＬ为颗粒运动所受惯性升力；Ｈ为通道截面边
长；Ｕ为颗粒运动速度；ａ为圆球颗粒粒径长度。

Ｃａｒｌｏ等采用方形截面通道模型对于较大粒径的
单颗粒在低雷诺数流场中的惯性聚集现象进行了

ＣＦＤ模拟研究，并通过数据拟合提出惯性升力的２个
重要组成部分壁面诱导升力和剪切梯度升力，如图１

所示。

图１　颗粒所受２种升力示意图
Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｔｗｏ
ｌｉｆｔｉｎｇｆｏｒｃｅｓｅｘｅｒｔｅｄｏｎｐａｒｔｉｃｌｅｓ

在靠近壁面的区域内，颗粒所受的惯性升力可以

称之为壁面诱导升力ＦＷ，其方向始终指向通道截面的
几何中心，数值大小与颗粒距离壁面的距离呈反比，并

满足：

ＦＷ ＝ｆＷρＵ
２ａ６／Ｈ４。 （２）

在靠近通道截面几何中心的区域内，颗粒所受的

惯性升力可以称之为剪切梯度升力ＦＳ，其方向始终指
向通道壁面，数值大小随着颗粒距通道截面几何中心

距离的增大先增大后减小，并满足：

ＦＳ＝ｆＳρＵ
２ａ３／Ｈ。 （３）

ｆＷ和ｆＳ分别表示对靠近壁面和靠近通道截面几何
中心区域内的惯性升力进行拟合后得到的无量纲升力

系数。在颗粒惯性聚集位置的左右邻域内，壁面诱导

升力ＦＷ和剪切梯度升力ＦＳ在颗粒靠近这一位置的过
程中均趋近零值，并在此位置上最终达到零值。

在Ｃａｒｌｏ等［７］０９４５０３０１的研究中，采用的模型为方形

通道模型，其中颗粒的粒径较大（ａ＋ ＝０．２２，０．３０，
０３８）。同时，进行 ＣＦＤ模拟计算时，选用的通道 Ｒｅ
也较低（Ｒｅ＝１０，４０）。为研究这一结论的普遍性，同
时为尝试总结不同工况（颗粒粒径 ａ＋和流体雷诺数
Ｒｅ不同）下颗粒所受惯性升力系数的统一表达式，课
题组扩大了ＣＦＤ模型选用的工况范围，研究在正方形
截面的通道中，更广泛范围内不同粒径的颗粒在不同

的通道雷诺数下是否同样存在不同的惯性升力系数表

达形式。

２　计算模型与方法
２．１　数值计算模型

课题组研究单个刚性圆球颗粒在无限长的截面为

正方形的直通道流中运动，正方形截面边长为 Ｈ。当
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圆球颗粒在流体驱动力的作用下沿流向运动达到平稳

时，其平移速度Ｕｐ及旋转角速度ωｐ将保持不变。在静
止的绝对坐标系中，这是一个典型的非定常、动边界的

流场。对此进行数值计算需要采用基于时间推进的动

网格方法，计算极为复杂。若将ＣＦＤ计算中所用坐标
系固联于颗粒中心，并使之随颗粒等速平移，坐标系如

图２所示。在图２所示运动坐标系中，颗粒运动可被
视为仅存有旋转角速度ωｐ而无平移速度，通道壁面则
以速度Ｕｐ反颗粒平移方向移动，此时流场可被视为定
常。该运动坐标系本质上是惯性系，只要改变边界条

件的设置，现有ＣＦＤ代码仍可直接使用。这些均为课
题组的数值研究提供了便利。

图２　相对运动模型
Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｍｏｄｅｌｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｍｏｔｉｏｎ

２．２　计算方法
课题组在ＣＦＤ计算中，为缩减计算时间，降低计

算难度，通道进出口采用结构化网格；为提高计算精

度，在颗粒附近区域，绘制非结构化网格进行加密处

理。为确保数值计算的准确性，经网格数量无关性检

验，最终网格数量控制５５万左右。采用三维管道中不
可压缩流体的定常流动模型，控制方程为 ＮＳ方程。
压力与速度的耦合采用ＳＩＭＰＬＥＣ算法；对流项采用具
有３阶精度的ＱＵＩＣＫ格式进行离散；黏性项则采用具
有２阶精度的中心格式进行离散，具体方法参见相关
文献［８１０］。

边界条件计算：在通道进口处，给定均匀的流体相

对速度，其数值大小根据所算工况下的通道 Ｒｅ而确
定；通道出口处设置为压力出口；通道和颗粒壁面均设

置为具有相对速度的无滑移边界条件。为消除进、出

口因素的影响，实际计算域长度取为２０Ｈ，将颗粒位于
整个计算域的中部。

２．３　相关物理参数

无量纲颗粒直径：　　ａ＋＝ａＨ。 （４）

无量纲横向位置：　　ｘ＋＝２ｙＨ。 （５）

通道雷诺数：　　　　Ｒｅ＝ＵＨ
ν
。 （６）

式中：υ为通道内流体的运动黏度；ｙ为ｙ方向坐标值。
３　计算结果与讨论
３．１　数据验证及结论拓展

课题组研究的目的在于揭示突破“点颗粒”的假

设后，新的惯性升力系数表达方法在更广泛工况内的

适用情况。参照 Ｃａｒｌｏ等的研究，将不同粒径的颗粒
放入同一方形截面通道的相对运动模型中，模拟计算

后得到颗粒所受惯性升力在通道截面上的分布数据。

通过近似拟合，将同一方形截面通道中不同粒径颗粒

的惯性升力以单一的惯性升力系数曲线进行描述。以

此无量纲升力系数重新定义的颗粒所受惯性升力即为

突破“点颗粒”的假设后，更为符合实际中惯性聚集现

象的力学阐述。

在不同工况数据组的对比研究过程中，由于仅改

变了方形截面通道中颗粒的无量纲粒径ａ＋，而通道中
流体的流速Ｕ和密度ρ并未发生变化，故而对惯性升
力系数的表达式进行变形：

ＦＬ＝ｆρＵ
２ａｎ／Ｈ（ｎ－２）。 （７）

公式（７）可以简化为惯性升力ＦＬ为仅与无量纲颗
粒粒径ａ＋相关的函数式：

ＦＬ＝ｋ（ａ
＋）ｎ。 （８）

式中：ｋ＝ｆρＵ２Ｈ２。
在同一或相近的通道截面的ｘ＋位置上，将不同工

况下、不同粒径颗粒所受的惯性升力进行拟合，得到最

佳拟合指数 ｎ，ｆ则为重新定义后的无量纲惯性升力
系数。

在方形截面通道中，对比文献［７］中的计算工况，
扩大选用颗粒的粒径范围（ａ＋ ＝０．１６～０．３８）。经过
计算后，将不同工况下颗粒所受的惯性升力以最小二

乘法进行拟合得到惯性升力分布图，以及最佳拟合指

数ｎ在不同ｘ＋位置的分布特征，如图３所示。
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图３　不同无量纲参数分布情况
Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

由图３可以看出，在整体分布上，使用相对运动模
型对方形截面通道中不同粒径的颗粒进行 ＣＦＤ模拟
后，对所得惯性升力进行拟合后得到的最佳拟合指数

ｎ随 ｘ＋位置的分布变化与 Ｃａｒｌｏ等［７］０９４５０３０１文章中的

数据大致相同：在中心区域（ｘ＋ ＝０～０．４），最佳拟合

指数ｎ近似为３．３与Ｃａｒｌｏ的最佳拟合指数较为相近；
在过渡区域（ｘ＋＝０．４～０．５），最佳拟合指数 ｎ开始减
小，最终减小至 ２左右；在近壁区域（ｘ＋ ＝０．５～
０７５），与过渡区域内的最佳拟合指数 ｎ存在明显的
突变，稳定在６．１５左右。这一最佳拟合指数ｎ的值与
方形截面通道中此区域内的最佳拟合指数相差较大且

分布并不稳定，存在较为明显的波动；在近壁区域内更

为接近壁面的ｘ＋位置上（ｘ＋ ＞０．７），最佳拟合指数 ｎ
约为４．２（由于此处的数据仅由较小粒径的颗粒提供，
故而适用范围仅限于较小粒径的颗粒）。

值得注意的是：在对惯性升力系数进行拟合的过

程中，相同粒径的颗粒在不同雷诺数的工况下，于同一

ｘ＋位置所受惯性升力 ＦＬ必然存在一定差值。由于在
通道截面上不同区域内最佳拟合指数 ｎ值的不同，会
对这一惯性升力的差值进行等比放大或缩小（当ｎ＞４
时，惯性升力的差值会放大；当 ｎ＜４时，差值会缩
小），产生不同的拟合效果。研究中所使用的雷诺数

Ｒｅ值为１０，２０和４０，３者较为相近，故而上述差值并
不大，且在靠近通道截面几何中心的区域内，最佳拟合

指数ｎ＜４，会进一步缩小这一差值，表现出的升力拟
合情况较为良好；而在靠近通道壁面的区域内，由于最

佳拟合指数 ｎ＞４，会等比放大这一差值。因此，在求
解近壁面区域内的最佳拟合指数时，去掉了Ｒｅ＝１０工
况下的数据，只是在 Ｒｅ＝４０的工况下，在上述颗粒粒
径的范围内添加了另外２种不同颗粒粒径的工况进行
惯性升力的近似拟合。最终得到了如图３（ｄ）中的最
佳拟合指数ｎ的分布情况。
４　结语

综上所述，在方形截面直通道中，扩大通道雷诺数

或颗粒直径等工况选用范围后，所得到的最佳拟合指

数ｎ的分布情况与Ｃａｒｌｏ等的数据大致相同，并无明显
变化，说明由ｎ得到的不同区域内的升力系数定义式
在方形截面通道中具有较好的拟合性。该升力系数适

用于更广泛工况下，适用于方形截面中线上的较大粒

径的颗粒。
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