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基于少自由度主动支链的２Ｒ１Ｔ并联机构
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摘　要：针对空间串联机构的工业机械臂在执行加工操作任务时，普遍存在刚度强度较差、重复精度较低、能耗较高等缺
点。基于３条少自由度主动支链，课题组设计了一种具有２Ｒ１Ｔ自由度的２ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构。计算并验证了２ＲＰＵ／
ＲＰＳ并联机构的自由度，获得了解析形式的位置逆解，证实了该机构仅可能发生运动学正解奇异；依据课题组提出的基
于边界数值搜索法的工作空间求解流程，证实了动平台具有沿Ｘ方向约８０°的较大姿态转动范围；通过ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ虚拟
运动仿真获得了２ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构驱动位移变化曲线。仿真结果表明：机构各驱动位移变化曲线均波动较小且在合
理取值范围，说明驱动器运转平稳、能耗较低。本研究可为基于并联机构的复杂曲面工件多轴加工装备研发提供有益的

参考。
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　　最近十多年来，具有更低制造、控制和维护成本的
少自由度并联机构已成为国内外学术界和工业界关注

的热点［１５］。２Ｒ１Ｔ３自由度并联机构是少自由度并联

机构中最具代表性的一类，已被成功用于各类高端制

造装备的主机构。

２Ｒ１Ｔ并联机构动平台受到２个约束力线矢和１
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个约束力偶共３个独立约束。其构型综合方法可归纳
为２种［６］：一是采用３条少自由度主动支链，共同对动
平台施加２个约束力线矢和１个约束力偶，这种方法
可以通过巧妙配置各支链运动副轴线间的空间几何关

系，灵活变换支链约束间的线性相关性质，最终构建出

的支链结构简单，机构运动／力性能的各向同性度较
好，工作空间较大；二是采用３条６自由度主动支链加
１条２Ｒ１Ｔ被动支链，由被动支链提供约束，这种方法
实现难度较小，但机构结构较复杂，工作空间较小。课

题组采用第１种方法，即用３条少自由度主动支链构
建２Ｒ１Ｔ并联机构。

在２Ｒ１Ｔ并联机构的少自由度主动支链研究方
面：Ｈｕｎｔ［７］于 １９８３年首次提出了 ３ＲＰＳ并联机构；
Ｈｕａｎｇ等［８］基于３ＲＰＳ并联机构发明了具有我国自主
知识产权的三坐标并联动力头，以其为核心功能部件

搭建的五坐标加工中心可用于航空大型铝合金结构件

的高速数控加工；池腾腾等［９］比较了４种２转１移并
联机构 ２ＲＰＵ／ＳＰＲ、２ＵＰＲ／ＳＰＲ、２ＵＰＲ／ＲＰＳ和 ２
ＲＰＵ／ＲＰＳ的静力学性能，认为２ＲＰＵ／ＳＰＲ的等效约
束力和驱动力最小，灵活性最高，抗干扰能力最强。基

于２ＵＰＲ／ＳＰＲ并联机构的 Ｅｘｅｃｈｏｎ五轴加工中心，已
成为２Ｒ１Ｔ并联机构作为智能制造装备主机构的成功
范例［１０］。但因２ＵＰＲ／ＳＰＲ并联机构动平台的转动范
围较小［１１］，致使Ｅｘｅｃｈｏｎ尚难以满足大型复杂曲面结
构件的高速切削／装配需求。

有鉴于此，课题组基于３条少自由度主动支链，构
建了一种动平台具有较大转动能力（绕 Ｘ轴转角范围
约８０°）的 ２ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构。推导出了 ２ＲＰＵ／
ＲＰＳ并联机构解析形式的位置逆解，证实了该机构仅
可能发生运动学正解奇异。基于课题组提出的边界数

值搜索算法求得了机构的工作空间。虚拟运动仿真结

果表明：机构各驱动位移变化曲线均波动较小，且均处

于合理取值范围之内。课题组的研究成果为复杂自由

曲面工件多轴加工装备研发设计提供了参考。

１　２ＲＰＵ／ＲＰＳ构型简介和坐标系的建立
图１所示为课题组提出的２Ｒ１Ｔ３自由度３支链

２ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构示意图。该机构的定、动平台均
为正三角形，支链１和２采用 ＲＰＵ构型，支链３采用
ＲＰＳ构型。支链１和２通过 Ｒ副与定平台相连、通过
Ｕ副与动平台相连，Ｐ副为驱动副；支链３通过Ｒ副与
定平台相连、通过 Ｓ副与动平台相连，Ｐ副为驱动副。

Ａ１，Ａ２和Ａ３分别为定平台上的运动副形心，Ｂ１，Ｂ２和Ｂ３
分别为动平台上的运动副形心。

图１　２ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构
Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆ
２ＲＰＵ／ＲＰＳｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ

在定平台上建立定坐标系｛ＯＸＹＺ｝：定平台形心
为坐标原点Ｏ，Ｙ轴正方向由Ｏ点指向Ａ３，Ｚ轴正方向
垂直于定平台向上，Ｘ轴正方向根据右手法则来确定。

在动平台上建立动坐标系｛ｏｘｙｚ｝：动平台形心为
坐标原点ｏ，ｙ轴正方向由 ｏ点指向 Ｂ３，ｚ轴正方向垂
直于动平台向上，ｘ轴正方向根据右手法则来确定。

图２所示为 ２ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构简图。支链 １
和２中转动副Ｒ１和Ｒ２轴线皆平行于Ｙ轴，并且分别与
Ｕ１和 Ｕ２副中与动平台相连的转轴平行，Ｕ１和 Ｕ２副中
的另一转轴同轴，移动驱动副Ｐ１和Ｐ２轴线分别垂直于
Ｕ１和Ｕ２副２条转轴所在的平面。支链３中转动副 Ｒ３
的轴线与移动驱动副Ｐ３的轴线垂直，且与支链１和２
中转动副Ｒ１和Ｒ２轴线垂直。

２　自由度分析
机构初始位置，运动支链１与支链２对称分布，动

定坐标系对应的各轴互相平行。定平台上：Ａ１（ｘＡ１　
ｙＡ１　０），Ａ２（ｘＡ２　ｙＡ２　０），Ａ３（０　ｙＡ３　０）；动平台上：
Ｂ１（ｘＢ１　ｙＢ１　ｚＢ１），Ｂ２（ｘＢ２　ｙＢ２　ｚＢ２），Ｂ３（ｘＢ３　ｙＢ３　
ｚＢ３）。

如图３所示，建立支链１坐标系的方法如下：以转
动副Ｒ１的形心为坐标原点 Ｏ１，支链１的 Ｙ１轴正方向
和Ｒ１轴线方向平行，Ｚ１轴正方向垂直于定平台向上，
Ｘ１轴正方向根据右手法则来确定。
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图２　２ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构机构运动简图
Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆ
２ＲＰＵ／ＲＰＳｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ

图３　支链１运动螺旋系
Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｂｒａｎｃｈｃｈａｉｎ１ｍｏｖｉｎｇｓｐｉｒａｌｓｙｓｔｅｍ
支链１的运动螺旋系为：

１１＝（０　１　０；０　０　０）；

１２＝（０　０　０；ｐ１２　０　ｒ１２）；

１３＝（１　０　０；０　ｚＢ１　ｙＢ１）；

１４＝（０　１　０；ｚＢ１　０　ｘＢ１










）。

（１）

式中：ｐ１２和ｒ１２为移动副Ｐ１对原点的线矩在 Ｘ和 Ｚ轴
的分量；Ｓ表示运动螺旋。

求得该支链１的反螺旋为：
ｒ
１１＝（０　０　０；０　０　１）；
ｒ
１２＝（０　１　０；－ｚＢ１　０　０

}）。 （２）

由于支链 １和支链 ２的对称性，支链 ２的反螺
旋为：

ｒ
２１＝（０　０　０；０　０　１）；
ｒ
２２＝（０　１　０；－ｚＢ１　０　０

}）。 （３）

如图４所示，建立支链３坐标系的方法如下：以转
动副Ｒ３的形心为坐标原点 Ｏ３，支链３的 Ｘ３轴正方向
和Ｒ３轴线方向同轴，Ｚ３轴正方向垂直于定平台向上，
Ｙ３轴正方向根据右手法则来确定。

图４　支链３运动螺旋系
Ｆｉｇｕｒｅ４　Ｂｒａｎｃｈｃｈａｉｎ３ｍｏｖｉｎｇｓｐｉｒａｌｓｙｓｔｅｍ

支链３的运动螺旋系为：

３１＝（１　０　０；０　０　０）；

３２＝（０　０　０；０　ｑ３２　ｒ３２）；

３３＝（１　０　０；０　ｚＢ３　ｙＢ３）；

３４＝（０　１　０；ｚＢ３　０　ｘＢ３）；

３５＝（０　０　１；０　ｙＢ３　０













）。

（４）

式中：ｑ３２和ｒ３２为移动副 Ｐ３对原点的线矩在 Ｙ和 Ｚ轴
的分量。

求得该支链３的反螺旋为：
ｒ
３１＝（１　０　０；０　－ｚＢ３　０）。 （５）

由以上３条支链的反螺旋系约束，可知限制了动
平台沿 ｘ和 ｙ轴的移动和 ｚ轴方向的转动。因此 ２
ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构具有３个自由度，分别是动平台绕
ｘ，ｙ轴的转动和沿ｚ轴的移动［１２］１２４。

采用修正的 ＫｕｔｚｂａｃｈＧｒｕｂｌｅｒ公式［１２］１１５计算 ２
ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构的自由度。

Ｍ ＝ｄ（ｎ－ｇ－１）＋∑
ｇ

ｉ＝１
ｆｉ＋μ－ξ＝３。 （６）

式中：Ｍ为机构的自由度数；ｄ为机构的阶，对于平面
机构和球面机构，ｄ＝３，对于空间机构，ｄ＝６；ｎ为机构
的杆件数（包括机架）；ｇ为运动副数；ｆｉ为第 ｉ个运动
副的自由度数目；μ为机构的过约束数目；ξ为机构存
在的局部自由度数目。

·９５·　［研究·设计］ 　 　 赵传森，等：基于少自由度主动支链的２Ｒ１Ｔ并联机构 　 　 　　　　　　　



３　位置逆解
位置逆解分析是在确定了机构的结构参数和动平

台输出位姿（ｚ，θｘ，θｙ）的前提下，求解机构的驱动连杆

输入位移（ｌ１，ｌ２，ｌ３）。
设动平台相对于定平台的空间姿态用ＺＹＸ型欧

拉角［１３］表示为（θｚ　θｙ　θｘ），则其位姿变换矩阵为：

Ｔ＝Ｒ（θｚ）Ｒ（θｙ）Ｒ（θｘ）＝

ｃｏｓθｙｃｏｓθｚ ｃｏｓθｚｓｉｎθｘｓｉｎθｙ－ｃｏｓθｘｓｉｎθｚ ｓｉｎθｘｓｉｎθｚ＋ｃｏｓθｘｃｏｓθｚｓｉｎθｙ
ｃｏｓθｙｓｉｎθｚ ｃｏｓθｘｃｏｓθｚ＋ｓｉｎθｘｓｉｎθｙｓｉｎθｚ ｃｏｓθｘｓｉｎθｙｓｉｎθｚ－ｓｉｎθｘｃｏｓθｚ
－ｓｉｎθｙ ｃｏｓθｙｓｉｎθｘ ｃｏｓθｘｃｏｓθ









ｙ

。（７）

式中：θｘ，θｙ，θｚ分别为绕动坐标系 ｘ，ｙ，ｚ轴转动的欧
拉角。

由自由度分析可知动平台具有２转１移的３自由
度，所以可令θｚ＝０，则有：

Ｔ＝Ｒ（θｚ）Ｒ（θｙ）Ｒ（θｘ）＝

ｃｏｓθｙ ｓｉｎθｘｓｉｎθｙ ｃｏｓθｘｓｉｎθｙ
０ ｃｏｓθｘ －ｓｉｎθｘ

－ｓｉｎθｙ ｃｏｓθｙｓｉｎθｘ ｃｏｓθｘｃｏｓθ









ｙ

。 （８）

　　定平台每个运动副 Ａｉ在｛ＯＸＹＺ｝中的位置矢量
可表示为：

ＯＡｉ＝

Ａ１＝ 槡
３
２Ｒ　－

Ｒ
２( )　０；

Ａ２＝ －槡３２Ｒ　－
Ｒ
２( )　０；

Ａ３＝（０　Ｒ　０













）。

（９）

动平台每个运动副 Ｂｉ在｛ｏｘｙｚ｝中的位置矢量可
表示为：

ｏＢｉ＝

Ｂ１＝ 槡
３
２ｒ　－

ｒ
２( )　０；

Ｂ２＝ －槡３２ｒ　－
ｒ
２( )　０；

Ｂ３＝（０　ｒ　０













）。

（１０）

在定坐标系｛ＯＸＹＺ｝下位置矢量ｏＢｉ（ｉ＝１，２，３）

如图 ５所示，由封闭矢量法，定平台中的位置可表
示为：

Ｏ（Ｂｉ）＝
Ｏ
ｏＴ·

ｏＢｉ＋Ｏｏ，其中，Ｏｏ＝（ｘ，ｙ，ｚ）。

图５　位置矢量闭环
Ｆｉｇｕｒｅ５　Ｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｏｆｐｏｓｉｔｉｏｎｖｅｃｔｏｒ

　　则动平台中各运动副 Ｂｉ的坐标在定坐标系｛Ｏ
ＸＹＺ｝中的坐标可采用坐标变换得到：

ＯＢ１＝ 槡
３ｒ
２ｃｏｓθｙ－

ｒ
２ｓｉｎθｘｃｏｓθｙ＋ｘ　－

ｒ
２ｃｏｓθｘ＋ｙ　－

槡３ｒ
２ｓｉｎθｙ－

ｒ
２ｃｏｓθｙｓｉｎθｘ＋( )ｚ；

ＯＢ２＝ －槡３ｒ２ｃｏｓθｙ－
ｒ
２ｓｉｎθｘｓｉｎθｙ＋ｘ　－

ｒ
２ｃｏｓθｘ＋ｙ　－

槡３ｒ
２ｓｉｎθｙ－

ｒ
２ｃｏｓθｙｓｉｎθｘ＋( )ｚ；

ＯＢ３＝ ｒｓｉｎθｘｓｉｎθｙ＋ｘ　ｒｃｏｓθｘ＋ｙ　ｒｃｏｓθｙｓｉｎθｘ＋( )ｚ













。

（１１）

　　３条支链驱动杆尺寸可表示为ｌｉ＝｜Ｂｉ－Ａｉ｜，所以：

ｌ１＝ 槡３ｒ
２ｃｏｓθｙ－

ｒ
２ｓｉｎθｘｓｉｎθｙ＋ｘ－

槡３
２( )Ｒ

２

＋ －ｒ２ｃｏｓθｘ＋ｙ＋
Ｒ( )２

２

＋ －槡３ｒ２ｓｉｎθｙ－
ｒ
２ｃｏｓθｘｃｏｓθｙ＋( )ｚ槡

２

；

ｌ２＝ －槡３ｒ２ｃｏｓθｙ－
ｒ
２ｓｉｎθｘｓｉｎθｙ＋ｘ＋

槡３
２( )Ｒ

２

＋ －ｒ２ｃｏｓθｘ＋ｙ＋
Ｒ( )２

２

＋ 槡３ｒ
２ｓｉｎθｙ－

ｒ
２ｃｏｓθｙｓｉｎθｘ＋( )ｚ槡

２

；

ｌ３＝ ｒｓｉｎθｘｓｉｎθｙ＋( )ｘ２＋ ｒｃｏｓθｘ＋ｙ－( )Ｒ２＋ ｒｃｏｓθｙｓｉｎθｘ＋( )ｚ槡
２













。

（１２）

４　雅克比矩阵求解
机构输入速度到输出速度的映射由雅可比矩阵来

表达。

对２ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构的位置逆解方程（１２）两

边对时间求导，整理得：

ＪｑＬ＝ＧＶｐ。 （１３）

式中：Ｌ＝（ｌ
·

１　ｌ
·

２　ｌ
·

３）表示驱动连杆的伸缩线速度；

Ｖｐ＝（ｚ　θ
·

ｘ　θ
·

ｙ）表示动平台的输出速度；Ｇ和 Ｊｑ分
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别为机构的正、逆雅可比矩阵［１４］１４８。

推导得到２ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构的正雅可比矩阵
Ｇ为：

Ｇ＝

Ｍ１　Ｍ４　Ｍ７
Ｍ２　Ｍ５　Ｍ８
Ｍ３　Ｍ６　Ｍ









９

。 （１４）

其中：

Ｍ１＝
２ｚ－ｒｓｉｎθｘｃｏｓθｙ 槡－３ｒｓｉｎθｙ
２Ｖ 槡＋３Ｒｒｓｉｎθｘｓｉｎθｙ－槡 Ｕ

；

Ｍ２＝
２ｚ－ｒｓｉｎθｘｃｏｓθｙ 槡－３ｒｓｉｎθｙ
２Ｖ 槡－３Ｒｒｓｉｎθｘｓｉｎθｙ－槡 Ｕ

；

Ｍ３＝
ｚ＋ｒｓｉｎθｘｃｏｓθｙ

Ｖ＋２ｚｒｓｉｎθｘｃｏｓθｙ－２Ｒｒｃｏｓθ槡 ｘ

；

Ｍ４＝
槡３Ｒｒｓｉｎθｙｃｏｓθｘ－２ｚｒｃｏｓθｘｃｏｓθｙ＋Ｒｒｓｉｎθｘ

２ ２Ｖ 槡＋３Ｒｒｓｉｎθｘｓｉｎθｙ－槡 Ｕ
；

Ｍ５＝－
槡３Ｒｒｓｉｎθｙｃｏｓθｘ＋２ｚｒｃｏｓθｘｃｏｓθｙ－Ｒｒｓｉｎθｘ

２ ２Ｖ 槡－３Ｒｒｓｉｎθｘｓｉｎθｙ－槡 Ｕ
；

Ｍ６＝
２ｚｒｃｏｓθｘｃｏｓθｙ＋２Ｒｒｓｉｎθｘ
Ｖ＋２ｚｒｓｉｎθｘｃｏｓθｙ－２Ｒｒｃｏｓθ槡 ｘ

；

Ｍ７＝
Ｗ 槡＋３Ｒｒｓｉｎθｘｃｏｓθｙ

２ ２Ｖ 槡＋３Ｒｒｓｉｎθｘｓｉｎθｙ－槡 Ｕ
；

Ｍ８＝
Ｗ 槡－３Ｒｒｓｉｎθｘｃｏｓθｙ

２ ２Ｖ 槡－３Ｒｒｓｉｎθｘｓｉｎθｙ－槡 Ｕ
；

Ｍ９＝
２Ｒｒｓｉｎθｘ－２ｚｒｓｉｎθｘｓｉｎθｙ
Ｖ＋２ｚｒｓｉｎθｘｃｏｓθｙ－２Ｒｒｃｏｓθ槡 ｘ



































。

（１５）

Ｕ＝２ｚｒｓｉｎθｘｃｏｓθｙ－Ｒｒｃｏｓθｘ－３Ｒｒｃｏｓθｙ 槡－２３ｚｒｓｉｎθｙ；

Ｖ＝ｚ２＋Ｒ２＋ｒ２；

Ｗ＝２ｚｒｓｉｎθｘｓｉｎθｙ＋３Ｒｒｓｉｎθｙ 槡－２３ｚｒｃｏｓθｙ
}

。

（１６）

推导得到２ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构的逆雅可比矩阵为：

Ｊｑ＝
槡２ ０ ０

槡０ ２ ０









０ ０ １

。 （１７）

５　奇异位形判定
奇异是机器人机构的本身属性，机构到达奇异位

形处时，机构变得不可控制、运动性能差、刚度降

低［１５］，因此机构运动时应当远离奇异位形。

奇异构型分为３类：逆解奇异、正解奇异和混合
奇异［１６］。

５．１　运动学逆解奇异
运动学逆解奇异指当机构未输入驱动力／力矩而

输出构件却承受负载力／力偶的奇异位形［１４］１４８。此时

机构的逆雅可比矩阵行列式为０，而正雅克比矩阵的
行列式不为０，即：

｜Ｇ｜≠０；
｜Ｊｑ｜＝０}。 （１８）

由式（１７）知｜Ｊｑ｜不可能为０，所以２ＲＰＵ／ＲＰＳ并
联机构不会发生运动学逆解奇异。

５．２　运动学正解奇异
运动学正解奇异指当机构刚化所有驱动副后输出

构件仍具有不可控自由度的奇异位形［１４］１４９。此时机

构的正雅可比矩阵行列式为０，而逆雅克比矩阵的行
列式不为０，即：

｜Ｇ｜＝０；
｜Ｊｑ｜≠０}。 （１９）

由式（１４）得：
｜Ｇ｜＝Ｍ１（Ｍ５Ｍ９－Ｍ６Ｍ８）－Ｍ４（Ｍ２Ｍ９－Ｍ３Ｍ８）＋

Ｍ７（Ｍ２Ｍ６－Ｍ３Ｍ５）＝０。
满足上式的３种可能情况如下：
１）若

Ｍ１＝Ｍ４；
Ｍ３＝Ｍ６；
Ｍ２＝Ｍ５

}
。

（２０）

由式（１５）和式（２０），得：

４ｚ－２ｒｓｉｎθｘｃｏｓθｙ 槡－２３ｒｓｉｎθｙ 槡－３Ｒｒｓｉｎθｙｃｏｓθｘ＋２ｚｒｃｏｓθｘｃｏｓθｙ－Ｒｒｓｉｎθｘ＝０；

ｚ＋ｒｓｉｎθｘｃｏｓθｙ－２ｚｒｃｏｓθｘｃｏｓθｙ－２Ｒｒｓｉｎθｘ＝０；

２ｚ－ｒｓｉｎθｘｃｏｓθｙ 槡＋３Ｒｒｓｉｎθｙｃｏｓθｘ＋２ｚｒｃｏｓθｘｃｏｓθｙ 槡－３ｒｓｉｎθｙ－Ｒｒｓｉｎθｘ＝０
}

。

（２１）

　　若要满足式（２１），可取：
ｚ＝０；
θｘ＝０；

θｙ＝０
}
。

（２２）

当ｚ＝０时动、定平台重合。由于机构构件的实际
尺度和运动副运动范围的限制，这种情况不可能发生。

２）若
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Ｍ１＝－Ｍ７；

Ｍ２＝Ｍ８；

Ｍ３＝Ｍ９
}

。

（２３）

若要满足式（２３），可取：
ｚ＝０；
θｘ＝０；

θｙ＝０
}
。

（２４）

３）若
Ｍ４＝－Ｍ７；

Ｍ６＝Ｍ９；

Ｍ５＝Ｍ８
}

。

（２５）

若要满足式（２５），可取：
ｚ＝０；
θｘ＝０；

θｙ＝０
}
。

（２６）

此种情况下由于 ｚ＝０时，动平台和定平台重合，
由于机构的尺度参数和构型的限制，所以这种情况不

可能发生。

综上所述，课题组研究的２ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构在
其工作空间内，不会发生运动学正解奇异。

５．３　混合奇异
混合奇异发生条件为

｜Ｇ｜＝０，且｜Ｊｑ｜＝０。 （２７）
由于｜Ｊｑ｜≠０，所以此并联机器人的工作空间内混

合奇异不会发生。

６　工作空间求解
机构的工作空间是机构输出构件的独立运动范

围，工作空间是衡量机构运动学性能的重要指标［１７］。

６．１　工作空间约束条件
２ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构工作空间求解的约束条件

包括驱动副行程约束和机构输出位移约束。

１）驱动副行程约束
移动驱动副行程约束，即机构各支链中，移动驱动

副输入位移的取值范围。

文中机构由３条驱动连杆的伸缩来操控动平台位
姿，其伸缩行程约束为：

ｌｉ，ｍｉｎ＜ｌｉ＜ｌｉ，ｍａｘ。 （２８）
式中：ｌｉ为第ｉ个移动驱动副行程，ｉ＝１，２，３。
２）输出位移约束
输出位移约束，即机构末端执行器（并联机构动

平台）输出位移的取值范围。

文中并联机构动平台的３个独立输出运动（即机
构的３个自由度）θｘ、θｙ和ｚ的输出位移约束分别为：

θｘ，ｍｉｎ＜θｘ＜θｘ，ｍａｘ；

θｙ，ｍｉｎ＜θｙ＜θｙ，ｍａｘ；

ｚｍｉｎ＜ｚ＜ｚｍａｘ
}

。

（２９）

６．２　工作空间求解
并联机构工作空间的求解方法可归结为图形法、

解析法和数值法３类。课题组采用基于位置逆解的边
界数值搜索法［１８］求解 ２ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构工作
空间。

课题组提出的边界数值搜索法的具体步骤如下：

１）根据并联机构的结构参数，确定动平台的３个
独立输出运动（即机构的３个自由度）θｘ，θｙ和 ｚ的搜
索范围，即需要分别确定 ｚｍｉｎ，ｚｍａｘ，θｘ，ｍｉｎ，θｘ，ｍａｘ，θｙ，ｍｉｎ，
θｙ，ｍａｘ的数值，且搜索范围需要满足约束式（２９）。
２）将θｘ，θｙ和ｚ的搜索范围均匀划分为 Ｎ等份，

则搜索步长分别为 Δθｘ＝（θｘ，ｍａｘ－θｘ，ｍｉｎ）／Ｎ，Δθｙ＝
（θｙ，ｍａｘ－θｙ，ｍｉｎ）／Ｎ，Δｚ＝（ｚｍａｘ－ｚｍｉｎ）／Ｎ；
３）在θｘ，θｙ和 ｚ的搜索范围内均匀搜索离散点，

设第ｊ（１≤ｊ≤Ｎ）个离散点的位姿坐标为（θｘｊ，θｙｊ，ｚｊ）。
将此位姿坐标代入 ２ＲＰＵ／ＲＰＳ机构位置逆解方程
（１２），求解机构位置逆解 ｌ１，ｌ２，ｌ３。若位置逆解 ｌ１，ｌ２，
ｌ３可求且满足约束式（２８），则采样点（θｘｊ，θｙｊ，ｚｊ）为机
构可达工作空间内的点，否则为无效点。搜索并校核

完毕采样点（θｘｊ，θｙｊ，ｚｊ）之后，令ｊ＝ｊ＋１，开始对工作空
间内下一个离散点的搜索。

４）在θｘ，θｙ和ｚ的搜索范围内，当θｘｊ，θｙｊ，ｚｊ分别达
到ｚｍｉｎ或ｚｍａｘ，θｘ，ｍｉｎ或 θｘ，ｍａｘ，θｙ，ｍｉｎ或 θｙ，ｍａｘ时，表明已搜
索至机构工作空间的边界点。此时应变换搜索方向，

重新搜索至另一方向的位移极值点。直至所有的 θｘ，
θｙ和ｚ位移极值点均被搜索到时，搜索停止。

θｘ，θｙ和ｚ搜索范围内的所有离散点（θｘｊ，θｙｊ，ｚｊ）汇
聚而成的点云，即为 ２ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构的工作
空间。

设定２ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构定平台外接圆半径Ｒ＝
２２０ｍｍ，动平台外接圆半径 ｒ＝１０５ｍｍ，输入、输出位
移范围如表１所示。

依据上述边界数值搜索法的具体步骤，结合机构

的结构参数和表１，采用 ＭＡＴＬＡＢ算法编程求得的２
ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构工作空间如图６所示。由图６可
知，机构的工作空间没有空洞，比较规整连续，各向同

性较好。
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表１　输入和输出位移约束范围
Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｒａｎｇｅｏｆｉｎｐｕｔａｎｄ

ｏｕｔｐｕｔｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
支链１驱动

位移ｌ１／ｍｍ

支链２驱动

位移ｌ２／ｍｍ

支链３驱动

位移ｌ３／ｍｍ

１５００～１６００ １５００～１６００ ３００～４００

动平台绕ｘ轴

转角θｘ／（°）

动平台绕ｙ轴

转角θｙ／（°）
动平台沿ｚ轴

位移／ｍｍ

－９０～９０ －９０～９０ ５００～１０００

图６　２ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构工作空间
Ｆｉｇｕｒｅ６　Ｗｏｒｋｓｐａｃｅｏｆ２ＲＰＵ／ＲＰＳ

ｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
７　运动仿真
７．１　末端加工轨迹设定

为了验证机构实现加工运动能力，对该机构模型

基于球面零件加工任务进行连续曲线运动轨迹仿真分

析，目标是运动过程连续平稳、无强烈冲击震动。结果

表明：该刀具在加工零件时走出的是一条标准圆形曲

线轨迹，刀具的位移变化曲线光滑连续且没有间断、凸

起等负面情况的发生，相对而言比较规整，进而说明该

机构运动过程比较平缓，稳定。如图７为并联机构的
加工轨迹图。空间圆的参数方程相对于零件坐标

系为：

ｘ＝ｘ０＋ｒｃｏｓθ；

ｙ＝（ｙ０＋ｒｓｉｎθ）ｃｏｓθｘ；

ｚ＝（ｚ０＋ｒｓｉｎθ）ｓｉｎθｘ
}
。

（３０）

其中，圆心坐标（ｘ０，ｙ０，ｚ０）＝（０，０，２５０），半径 ｒ＝
４００ｍｍ，圆心角 θ∈［０，２π］，θｘ为动平台绕 ｘ轴的
转角。

图７　末端执行器加工轨迹
Ｆｉｇｕｒｅ７　Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｅｎｄｅｆｆｅｃｔｏｒ

７．２　运动逆解仿真分析
当２ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构末端执行器沿图７中轨

迹运动时，在ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ虚拟仿真环境中测得的驱动
位移变化曲线如图８所示。其中仿真时间为１９ｓ。

图８　移动驱动位移变化曲线
Ｆｉｇｕｒｅ８　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｃｕｒｖｅｓｄｒｉｖｅｎｂｙｍｏｖｅｍｅｎｔ
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由图８可知，ｌ１，ｌ２，ｌ３参数变化曲线连续、平滑，没
有突变，表明机构驱动器运转平稳、能耗较低，进一步

证明了机构位置逆解模型的合理性。

８　结论
１）课题组提出了新型的 ２转 １移 ３自由度 ２

ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构，计算并验证了 ２ＲＰＵ／ＲＰＳ并联
机构的自由度，获得了解析形式的位置逆解。

２）本研究确定了机构的运动学正解奇异、运动学
逆解奇异和混合奇异的判定条件，证实该机构仅可能

发生运动学正解奇异。

３）课题组提出了基于 ＭＡＴＬＡＢ边界数值搜索法
的工作空间求解流程，求解得到了该机构的工作空间，

证实了动平台具有沿 Ｘ方向约 ８０°的较大姿态转动
范围。

４）针对动平台末端执行器执行空间圆形轨迹的
加工任务，课题组通过 ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ虚拟运动仿真获得
了２ＲＰＵ／ＲＰＳ并联机构各驱动位移变化曲线。由图
８可看出，该机构各驱动位移 ｌ１，ｌ２，ｌ３变化曲线均波动
较小且在合理取值范围，说明驱动器运转平稳、能耗

较低。

仿真结果验证了课题组提出的构型设计、位置逆

解建模、工作空间求解的正确性，为复杂自由曲面工件

多轴加工装备研发设计提供了参考。
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