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仿人关节并串结构位姿求解算法研究
梁　辉１，张广兴１，王术徽１，孔祥旭１，王　辉１，汪传生１，２

（１．青岛科技大学 机电工程学院，山东 青岛　２６６０６１；
２．青岛科技大学 山东省高分子材料先进制造技术重点实验室，山东 青岛　２６６０６１）

摘　要：针对用于脑卒中患者上肢的康复训练，针对肩关节和肘关节运动的特点，课题组提出了一种６自由度仿人关节
并串机构。该结构是由２种不同位姿并联机构进行并串组合而成，课题组利用ＫｕｔｚｂａｃｈＧｒüｂｌｅ公式对其进行了自由度
的求解；采用解析法对该机构进行位姿分析研究，运用了球面三角形余弦定理来分析机构运动中弧形杆弧长不确定的情

况；采用分部求解法把整体问题拆分成２个互有关联的部分进行求解。结果表明：与传统的对整体结构直接求解的方法
相比，课题组采用的求解算法大大减小了求解的计算量。文中研究的方法适用于同类型位姿分离的并串组合，对其他同

类型结构的位姿分析具有参考意义。
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　　并联机构是指具有２个或者２个以上的自由度，
上下平台通过独立的运动链相连，驱动方式主要为并

联驱动的一种闭环机构［１３］。并联机构具有精度高、动

态响应好、结构紧凑、刚度强和工作空间较小等特点，

一般应用于高精度、高刚度或承载能力大的领域［４５］。

人体关节是骨与骨连接的地方，它的形态结构决定了
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人体的运动方式和活动幅度，人体各部位关节之间相

连，构成了人体的框架。位于人体上肢中间的肘关节

连接前臂和大臂，是人体上肢的负重关节，在人们日常

生活中具有及其重要的作用［６］。

随着医疗技术的发展以及机器人技术的广泛应

用，主要用于人体的关节运动功能的康复训练的康复

机器人，成为医学研究的热点［７］。课题组设计了一种

仿人关节的并串结构，可穿戴在患者的上肢，作为仿生

机械臂用于治疗人体脑卒中导致的上肢功能性障碍。

该机构的下半部分仿制的是人的大臂，可以实现三维

方向移动，运动空间是立方体，通过控制３个方向的同
时移动，使大臂做出类似绕２个方向的转动；回转由上
半部分完成。上半部分是球面并联机构，仿制的是人的

肘关节，可实现三维转动，承接肘部的运动。文中利用

球面三角形余弦定理来对该并串机构进行位姿求解。

１　机构的自由度
如图１所示，该并串机构由上、下两部分串联组

成，且上、下两部分的运动互不影响，则可以先分开求

两部分各自的自由度（即将上、下两部分中的一部分

看成整体，求另一部分的自由度），再取并集。下部分

是３ＲＰＣ并联机构，可以仿制人的大臂运动，每条支
链由一个转动副Ｒ，一个移动副 Ｐ和一个圆柱副 Ｃ组
成，Ｒ副的轴线平行于定平台；Ｐ副的轴线与Ｒ副和 Ｃ
副的轴线相互垂直，Ｃ副与Ｒ副的轴线相互平行，转动
副Ｒ在这里作为驱动副。将上部分看成一个整体，当
３个单开链共同作用时，３ＲＰＣ机构末端的运动等同
于组成该机构的各个分支支链运动的交集，因此中间

三角平台的运动为３个单开链各自所具有运动的交
集［８］，即输出运动矩阵为
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式中：ＭＳｉ为第ｉ条单开链的输出矩阵（ｉ＝１，２，３）；ｔ
３为

动平台的独立平移输出，３表示独立输出个数为３；ｒ１为
动平台的独立转动输出，１表示独立输出个数为１。

因此可以看出，下部分对平台输出３个方向的平
移运动。

并联机构的上部分是３ＲＰＲ并联机构，模仿人的
肘部运动，可以实现３个方向的转动，其中１个转动实
现大臂的回转，每条支链由１个转动副Ｒ（连接弧形滑
轨和底端，３条支链底下的转动副 Ｒ在中间平台正三
角形的３个角上，３条轴线方向相交与三角形的中
心）、１个移动副Ｐ（沿弧形滑轨移动，弧形滑轨的中心

图１　并联结构的机构简图
Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｐａｒａｌｌｅｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

与中间平台的正三角形的中心重合）和１个转动副 Ｒ
（轴线与弧形滑轨垂直）组成，每条支链中的２个转动
副Ｒ的轴线位置线性无关并且汇交于一点，各支链的
结构相同且完全对称，３ＲＰＲ机构所有转动副 Ｒ的轴
线相交于一点，该点为末端动平台运动轨迹的转动球

面的球心，机构中沿滑轨移动的３个移动副 Ｐ的轨迹
均在上述球心的球面上［９１１］。动平台与３个弧形件固
连，弧形件的中心与中间平台的正三角形的中心重合。

明显可以看出上部分是球面并联机构，所以上部分的

自由度为

Ｍ ＝ｄ（ｎ－ｇ－１）＋∑
ｇ

ｋ＝１
ｆｋ ＝３（８－９－１）＋９＝３。

（２）
式中：Ｍ为机构的自由度；ｄ为机构的阶数；ｎ为包括
机架的构件数目；ｇ为运动副的数目；ｆｋ为第 ｋ个运动
副的自由度。

即上部分为动平台输出３个转动副，将上、下两部
分整合后可以看出动平台总共有３个平移和３个转动
共６个自由度。
２　位置反解

当已知上活动平台的６个位置参量，即３个相对
于固定坐标系的独立转角和相对于固定坐标系的 Ｘ，
Ｙ，Ｚ坐标，以上活动平台中心处为参考量，设为点 Ｐ。
将定平台正三角形△Ｂ１１Ｂ１２Ｂ１３的中心设为坐标原点
Ｏ，Ｚ轴垂直于底端△Ｂ１１Ｂ１２Ｂ１３，将Ｂ１３Ｏ方向设为Ｙ轴
方向，建立固定坐标系，然后在中间三角平台部分建立

新坐标系。在新坐标系中，将正三角形△Ｂ３１Ｂ３２Ｂ３３轴
线的交点设为原点 Ｏ１，Ｚ′轴过点 Ｏ１并且垂直于
△Ｂ３１Ｂ３２Ｂ３３，Ｘ′轴过中心点 Ｏ１且垂直于面 Ｂ３１ＯＺ′，Ｙ′
轴在面Ｂ３１ＯＺ′上。如图２所示，可知新坐标系是由固
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定坐标系绕Ｚ轴旋转π／３，再沿Ｘ，Ｙ，Ｚ轴平移得来。

图２　坐标示意图
Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

如图３所示，当Ｏ１Ｂ３ｉ，Ｏ１Ｗｉ，Ｏ１Ｚ′同时在面 Ｏ１Ｂ３ｉ
Ｚ′上时为上半部分初始状态，这在新坐标系是可计算
得到的，则初始状态Ｗ１″，Ｗ２″，Ｗ３″单位向量坐标为：

Ｗ″１＝ ０　－槡
３
２　( )１２ ；

Ｗ″２＝
３
４　
槡３
４　( )１２ ；

Ｗ″３＝ －３４　
槡３
４　( )１２











。

（２）

图３　上半部分的初始状态
Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅｏｆｕｐｐｅｒｐａｒｔ

又知上活动平台３个相对于固定坐标系的独立转
角θｘ，θｙ，θｚ，而新坐标系由固定坐标系绕 Ｚ轴旋转 π／
３，可知上活动平台３个相对于新坐标系的独立转角为

θｘ，θｙ，
π
３＋θｚ，则在新坐标系中 Ｗ１′，Ｗ２′，Ｗ３′单位向量

坐标为

Ｗ″ｉ＝Ｔ１Ｗ′ｉ，ｉ＝１，２，３。
式中

Ｔ１＝

Ａ１１ Ａ１２ Ａ１３
Ａ２１ Ａ２２ Ａ２３
Ａ３１ Ａ２３ Ａ









３３

。 （３）

其中：

Ａ１１＝ｃｏｓ（
π
３＋θｚ）ｃｏｓθｙ；

Ａ１２＝ｃｏｓ（
π
３＋θｚ）ｓｉｎθｙｓｉｎθｘ－ｓｉｎ（

π
３＋θｚ）ｃｏｓθｘ；

Ａ１３＝ｃｏｓ（
π
３＋θｚ）ｓｉｎθｙｃｏｓθｘ＋ｓｉｎ（

π
３＋θｚ）ｓｉｎθｘ；

Ａ２１＝ｓｉｎ（
π
３＋θｚ）ｃｏｓθｙ；

Ａ２２＝ｓｉｎ（
π
３＋θｚ）ｓｉｎθｙｓｉｎθｘ＋ｃｏｓ（

π
３＋θｚ）ｃｏｓθｘ；

Ａ２３＝ｓｉｎ（
π
３＋θｚ）ｓｉｎθｙｃｏｓθｘ＋ｃｏｓ（

π
３＋θｚ）ｓｉｎθｘ；

Ａ３１＝－ｓｉｎθｙ；
Ａ３２＝ｃｏｓθｙｓｉｎθｘ；
Ａ３３＝ｃｏｓθｙｃｏｓθｘ。

则可求出Ｏ１Ｗ′ｉ在新坐标系中的单位向量，在球
面三角形△Ｂ３ｉＷ′ｉＺ′中，由余弦定理知

ｃｏｓｃｉ＝ｃｏｓａｉｃｏｓｂｉ＋ｓｉｎａｉｓｉｎｂｉｃｏｓθ１ｉ，ｉ＝１，２，３。

（４）
式中：

ａｉ＝α１ｉ＝∠Ｂ３ｉＯ１Ｗ′ｉ＝ａｒｃｃｏｓ（
Ｏ１Ｂ３ｉ·Ｏ１Ｗ′ｉ
｜Ｏ１Ｂ３ｉ｜｜Ｏ１Ｗ′ｉ｜

）；

ｂｉ＝∠Ｂ３ｉＯ１Ｚ′＝π／２；

ｃｉ＝∠Ｗ′ｉＯ１Ｚ′＝ａｒｃｃｏｓ（
Ｏ１Ｗ′ｉ·Ｏ１Ｚ′
｜Ｏ１Ｗ′ｉ｜｜Ｏ１Ｚ′｜

）。

可以求得θ１ｉ的值。
在初始状态时，Ｏ１Ｐ″的单位向量为（００１）

Ｔ，则新

坐标系下Ｏ１Ｐ′的值可由 ｈＯ１Ｐ″＝Ｔ１Ｏ１Ｐ′计算得知，其
中ｈ为点 Ｏ１与 Ｐ的距离，为固定值，由制造时决定。
又知固定坐标系由新坐标系绕 Ｚ轴旋转 －π／３，再沿
Ｘ，Ｙ，Ｚ平移得来，则由

ＯＯ１＝ＯＰ－Ｏ１Ｐ。 （５）
其中，

Ｏ１Ｐ＝
ｃｏｓ（－π／３） －ｓｉｎ（－π／３） ０
ｓｉｎ（－π／３） ｃｏｓ（－π／３） ０









０ ０ １
Ｏ１Ｐ′。

可求得相对固定坐标系中间新坐标系原点 Ｏ１
（ｘ１，ｙ１，ｚ１）

Ｔ的值。

上下三角形均为正三角形，边长分别为
３
２ａ和
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３
２ｂ。下部分中，中间正三角形△Ｂ３１Ｂ３２Ｂ３３在固定坐标

系的竖直投影为Ｂ３１′Ｂ３２′Ｂ３３′，其３边所在直线为

Ｂ′３２Ｂ′３３∶ｙ 槡＝－３ｘ＋（ｙ１ 槡＋３ｘ１＋槡
３
２ａ）；

Ｂ′３１Ｂ′３３∶ｙ 槡＝３ｘ＋（ｙ１ 槡－３ｘ１＋槡
３
２ａ）；

Ｂ′３１Ｂ′３２∶ｙ＝ｙ１－槡
３
４ａ











。

（６）

则在固定坐标系中，底部三角形 ３个顶点 Ｂ１１，
Ｂ１２，Ｂ１３到直线 Ｂ′３２Ｂ′３３，Ｂ′３１Ｂ′３３，Ｂ′３１Ｂ′３２的距离 ｄ′１，
ｄ′２，ｄ′３分别为：

ｄ′１＝
槡３３ｂ
４ ＋槡３ｂ４ －（ｙ１ 槡＋３ｘ１＋

槡３
２ａ）

２ ；

ｄ′２＝
槡３３ｂ
４ ＋槡３ｂ４ －（ｙ１ 槡－３ｘ１＋

槡３
２ａ）

２ ；

ｄ′３＝ｙ１－槡
３ａ
４ ＋

槡３ｂ
２















。

（７）

若

ｄ′ｉ＝０，θｉ＝
π
２，

ｄ′ｉ≠０，θｉ＝ａｒｃｔａｎ
ｚ１
ｄｉ

{ 。

式中，ｉ＝１，２，３。
此时θ１，θ２，θ３和 θ１１，θ１２，θ１３均为已知，反解求解

完毕。

３　位置正解
当输入位置角 θ１，θ２，θ３和角 θ１１，θ１２，θ１３均已知

时，由图４可知，Ｗ′１的方向余弦为：
Ｗ′１Ｙ＝－ｃｏｓα１１；
Ｗ′１Ｚ＝ｓｉｎα１１ｃｏｓθ１１；
Ｗ′１Ｘ＝－ｓｉｎα１１ｓｉｎθ１１。
Ｗ′２的方向余弦为：
Ｗ′２Ｚ＝ｓｉｎα１２ｃｏｓθ１２；

Ｗ′２Ｘ＝（槡
３
２ｃｏｓα１２＋

１
２ｓｉｎα１２）ｓｉｎθ１２；

Ｗ′２Ｙ＝（
１
２ｃｏｓα１２－

槡３
２ｓｉｎα１２）ｓｉｎθ１２。

Ｗ′３的方向余弦为：
Ｗ′３Ｚ＝ｓｉｎα１３ｃｏｓθ１３；

Ｗ′３Ｘ＝（－槡
３
２ｃｏｓα１３－

１
２ｓｉｎα１３）ｓｉｎθ１３；

Ｗ′３Ｙ＝（
１
２ｃｏｓα１３－

槡３
２ｓｉｎα１３）ｓｉｎθ１３。

图４　球面多边形图
Ｆｉｇｕｒｅ４　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｓｐｈｅｒｉｃａｌｐｏｌｙｇｏｎ

在上半部分的新坐标系中，在球面三角形

△Ｂ３ｉＷ′ｉＺ′中，由式（４）和 ｓｉｎ
２α１ｉ＋ｃｏｓ

２α１ｉ＝１知 α１ｉ
值，再由式（３）可以求出上活动平台３个相对于固定
坐标系的独立转角θｘ，θｙ，θｚ，再由ｈＯ１Ｐ″＝Ｔ１Ｏ１Ｐ′计算
出Ｏ１Ｐ′的值。

在下半部分中，由

θｉ＝
π
２，ｄ′ｉ＝０；

θｉ≠
π
２，ｔａｎθｉ＝

ｚ１
ｄ′ｉ

}。 （８）

其中ｄ′ｉ由式（７）知，可求出 Ｏ１（ｘ１，ｙ１，ｚ１）
Ｔ的值，

由式（５）可求得ＯＰ，则正解求解完毕。
４　结论

１）课题组提出了一种新型 ３ＲＰＲ＋３ＲＰＣ的 ６
自由度仿人关节并串结构，该结构可用于偏瘫等患者

术后的上肢康复训练，有着广阔的应用前景。

２）分析了该机构的特点，利用ＫＧ公式得到该机
构共有６个自由度。
３）通过对位姿正反解进行求解计算，发现求解时

将该机构一分为二，化繁为简，再分别求解整合，利用

球面三角形定理求解球面并联机构运动中弧形杆弧长

未知的问题，相比同时解６个未知数省去了繁琐的求
解步骤，减少了计算量。但针对弧形杆在运动过程中

与患者出现的干涉问题，还需要进一步的进行分析

研究。

４）该求解方法为同类型的多层串并联机构的位
置分析提供了参考。
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