
［４］中提出了一种考虑状态和输入约束的解析方法，
但该方法的模型建立及计算较为复杂，对机器人的控

制器性能要求较高。文献［５６］中研究了５次多项式
插值方法，实验结果表明加速度无突变，整体精度和稳

定性比３次多项式好，但并未考虑加加速度对机器人
运行轨迹的影响。

机器人的加加速度存在突变，往往意味着加速度

曲线存在尖点，即加速度不光滑连续，这会增加机器人

运行过程中的不稳定性，影响工作的完成［７］。李黎

等［８］利用５次和７次等高阶多项式进行插值，虽然弥
补了３次多项式插值的缺点，但是随着多项式阶次的
提高，约束条件、计算复杂程度亦会增加。ＳＥＤＤＡＯＵＩ
等［９］在笛卡尔空间中进行轨迹规划，利用动力学耦合

效应完成目标的抓取，但并未考虑到逆运动学方程的

存在而导致的动力学奇异性问题。针对此问题，文献

［１０］中提出了一种结合阻尼最小二乘和反馈补偿的
方法，将轨迹规划问题转化为多目标优化问题，有效避

免了奇异性的影响。文献［１１１２］中分别对４３４和
３５３分段多项式插值方法进行了研究，结果表明轨迹
和速度曲线均平滑连续，但加速度曲线不平滑，加加速

度曲线不连续。文献［１３］中采用３次 Ｂ样条曲线进
行机械臂的轨迹规划研究，并基于随机分布示教点对

机械臂进行轨迹规划；文献［１４］中也采用３次Ｂ样条
曲线进行机械臂的轨迹规划研究，采用复合柯特斯积

分公式完成了对自由曲线的拟合，但都未考虑３次 Ｂ
样条曲线存在的加加速度突变问题。文献［１５１６］中
以时间、冲击等为优化目标，采用５次非均匀 Ｂ样条
插值方法进行轨迹规划，结果表明机械臂轨迹精度与

稳定性均较好，工作效率显著提高。

综上分析，轨迹规划中常用的低阶多项式和分段

多项式插值都存在加加速度不连续光滑的问题，高阶

多项式虽然保证了加加速度的连续性，但是约束条件

和计算复杂性都显著增加；而低阶 Ｂ样条曲线插值曲
线同样也不能保证加加速度的连续光滑性。针对上述

问题，课题组以某公司 ＳＣＡＲＡ４自由度机器人为对
象，研究一种５次非均匀 Ｂ样条曲线插值方法，以期
得到一种光滑性和稳定性良好的机器人运行轨迹。

１　ＳＣＡＲＡ４自由度机器人

课题组以图１所示的 ＳＣＡＲＡ４自由度机器人为
对象进行研究。该机器人由３个旋转关节和１个移动

关节组成，各旋转关节轴线互相平行，在水平面内进行

定位和定向，移动关节用于实现末端执行器在垂直方

向上的的运动。这种机器人具有速度快、精度高和柔

性好等特点。

图１　ＳＣＡＲＡ４自由度机器人
Ｆｉｇｕｒｅ１　ＳＣＡＲＡ４ＤＯＦｒｏｂｏｔ

对机械臂进行轨迹规划的前提是对机械臂进行运

动学分析。由各关节的姿态变量经齐次变换矩阵计算

得到末端执行器的位姿，这是正运动学解；由末端执行

器的位姿逆推得到各关节的姿态是运动学逆解。首先

对机械臂各连杆关节从０开始依次编号，然后根据 Ｄ
Ｈ参数法建立机械臂连杆坐标系如图２所示。

图２　机器人连杆坐标系
Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｆｒｏｂｏｔｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇｒｏｄ

由建立好的连杆坐标系得到表１所示的各连杆参
数。其中，ｌ１＝２５０ｍｍ，ｌ２＝１５０ｍｍ，θ１，θ２和θ４为旋转
关节变量，ｄ３为移动关节变量。

２　Ｂ样条插值曲线构造

２．１　Ｂ样条曲线概述
Ｂ样条曲线是贝塞尔曲线的一种一般化，具有几

何不变性、凸包性和局部支撑性等许多优良性质，在计

算机图形学中应用广泛［１７］。
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表１　机器人ＤＨ连杆参数

Ｔａｂｌｅ１　ＤＨｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇｒｏｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｒｏｂｏｔ

连杆序号ｉ 连杆夹角θｉ／（°） 连杆扭角αｉ／（°） 连杆长度ｌｉ／ｍｍ 连杆偏距ｄｉ／ｍｍ
运动范围

角度／（°） 位移／ｍｍ

１ θ１ ０ ｌ１ ０ （－１２０，１２０）

２ θ２ ０ ｌ２ ０ （－１３０，１３０）

３ ０ ０ ０ －ｄ３ （０，１５０）

４ θ４ ０ ０ ０ （０，３６０）

　　给定ｎ＋１个控制点Ｄｉ（ｉ＝０，１，２，…，ｎ），可定义

ｋ次Ｂ样条曲线的表达式：

ｐ（ｕ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
ＤｉＮｉ，ｋ（ｕ）。 （１）

式中，Ｎｉ，ｋ（ｕ）是ｋ次Ｂ样条基函数。
由ＣｏｘｄｅＢｏｏｒ递归公式推导如下：

Ｎｉ，ｋ（ｕ）＝
Ｎｉ，０（ｕ）＝

１， ｕｉ＜ｕ＜ｕｉ＋１，

０， 其他{ ；

Ｎｉ，ｋ（ｕ）＝
ｕ－ｕｉ
ｕｉ＋ｋ－ｕｉ

Ｎｉ，ｋ－１＋
ｕｉ＋ｋ＋１－ｕ
ｕｉ＋ｋ＋１－ｕｉ＋１

Ｎｉ＋１，ｋ－１（ｕ









 ）。

（２）
Ｕ是ｍ＋１个非递减数的集合，ｕ０≤ｕ１≤ｕ２≤…≤

ｕｍ，ｕｉ称为节点，集合Ｕ称为节点向量，ｎ，ｍ和 ｋ必须
满足ｍ＝ｎ＋ｋ＋１。特别地，规定０／０＝０。［ｕｉ，ｕｉ＋１］
是第ｉ个节点区间，某些ｕｉ可能相等，节点区间会不存
在。如果一个节点 ｕｉ出现 ｋ次（即 ｕｉ＝ｕｉ＋１＝… ＝
ｕｉ＋ｋ－１），其中ｋ＞１，则ｕｉ是一个重复度为 ｋ的多重节

点。为保证样条曲线经过首、末端点，一般令两端点处

重复度为ｋ＋１，即ｕ０＝ｕ１＝…＝ｕｋ＝０，ｕｎ＋ｋ＝ｕｎ＋ｋ＋１＝
…＝ｕｎ＋２ｋ＝１。基函数 Ｎｉ，ｋ（ｕ）在［ｕｉ，ｕｉ＋ｋ＋１］上非零，
即Ｎｉ，ｋ（ｕ）在ｋ＋１个节点区间［ｕｉ，ｕｉ＋１］，［ｕｉ＋１，ｕｉ＋２］，
…，［ｕｉ＋ｋ，ｕｉ＋ｋ＋１］上非零，在其他区间均为零。因此 Ｂ
样条曲线也可表示为：

ｐ（ｕ）＝∑
ｉ

ｊ＝ｉ－ｋ
ＤｊＮｊ，ｋ（ｕ），ｕ∈［ｕｉ，ｕｉ＋１］。 （３）

式（３）体现出 ｋ次 Ｂ样条曲线上的点 ｐ（ｕ）最多

和ｋ＋１个控制点有关，与其他顶点无关。也就是说如

果想要修改机械臂的某一段轨迹，只要重新计算该段

的轨迹控制点，并不用对整条轨迹重新进行计算。

２．２　５次Ｂ样条插值曲线

ｋ次Ｂ样条曲线具有 Ｃｋ－１连续的特性［１８］。且为

保证轨迹曲线无冲击突变，插值函数至少４阶可导，即

要求ｋ≥４。由于４次Ｂ样条加加速度存在突变，且高

次Ｂ样条函数计算更为复杂，因此课题组采用５次 Ｂ

样条函数进行曲线插值，既降低了计算难度又可保证

运动轨迹平滑、连续、无突变。

由２．１节内容可知若想规划一条 Ｂ样条曲线，则

需求解出控制点 ｄｉ和节点矢量 Ｕ。然而 Ｂ样条虽由

一系列控制点决定，但并不经过这些控制点，所以在轨

迹规划时，选取的机械臂末端路径点并不能直接作为

控制点使用，但是可以将这些路径点作为型值点，进而

反求出曲线上对应的控制点。

具有ｎ＋１个型值点ｐｉ（ｉ＝０，１，２，…，ｎ）的 ｋ次 Ｂ

样条曲线将由 ｎ＋３个控制顶点 Ｄｉ（ｉ＝０，１，２，…，ｎ，

ｎ＋１，ｎ＋２）以及节点矢量 Ｕ＝［ｕ０，ｕ１，…，ｕｎ＋ｋ＋３］定

义。节点矢量最后的下标是 ｎ＋ｋ＋３，是因为节点数

比控制顶点多出的数量为ｒ＝ｋ＋１，而控制顶点数比型

值点数多２个，多出的２个为与首末型值点重合的点。

若要让一条ｋ次Ｂ样条曲线通过一组给定的型值

点ｐｉ，不仅要保证曲线的首末端点与型值点重合，还应

保证ｐｉ依次与构造曲线定义域内的节点参数 珔ｕｉ一一

对应。为得到珔ｕｉ通常需要对型值点进行参数化处理，

以确定ｐｉ的参数值珔ｕｉ，再由珔ｕｉ得到节点矢量Ｕ＝［ｕ０，

ｕ１，…，ｕｎ＋ｋ＋３］。课题组采用积累弦长参数化法来选

择珔ｕｉ：
珔ｕ０ ＝０；

珔ｕｉ＝珔ｕｉ－１＋
｜ｐｉ－ｐｉ－１｜

∑
ｎ

ｉ＝１
｜ｐｉ－ｐｉ－１｜

，ｉ＝１，２，…，ｎ－１；

珔ｕｎ ＝１













。

（４）

式中：｜ｐｉ－ｐｉ－１｜为每一段弦长，∑
ｎ

ｉ＝１
｜ｐｉ－ｐｉ－１｜为总
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弦长。

再利用平均值法根据珔ｕｉ的分布确定ｕｉ：

ｕ０ ＝ｕ１ ＝… ＝ｕｋ ＝０；

ｕｊ＋ｋ ＝
１
ｋ∑
ｊ＋ｋ－１

ｉ＝ｊ

珔ｕｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ－ｋ；

ｕｎ＋１ ＝ｕｎ＋２ ＝… ＝ｕｎ＋ｋ＋１ ＝１










。

（５）

由ＣｏｘｄｅＢｏｏｒ递归公式推导出机械臂关节各阶

导矢的递推公式：

ｐｌ（ｕ）＝∑
ｉ

ｒ＝ｉ－ｋ＋ｌ
ＤｌｒＮｒ，ｋ－ｌ（ｕ），　　　　 　　　ｕｉ≤ｕ≤ｕｉ＋１；

Ｄｌｒ＝
Ｄｊ，ｌ＝０；

（ｋ＋１－ｌ）
Ｄｌ－１－Ｄｌ－１ｒ－１
ｕｒ＋ｋ＋１－ｌ－ｕｒ

，ｌ＝１，２，…，ｒ，ｒ＝ｉ－ｋ＋ｌ{











。

（６）

设位置时间节点序列为：

Ｑ＝（ｐｉ，ｔｉ），ｉ＝１，２，…，ｎ。 （７）

为使规划的轨迹经过选定的路径点，下面进行控

制点Ｄｉ的求解，列出如下ｎ＋１个方程：

ｐ（ｕｉ＋ｋ）＝∑
ｉ＋ｋ

ｒ＝ｉ
ＤｒＮｒ，ｋ（ｕ）＝ｐｉ，ｉ＝０，１，２，…，ｎ。

（８）

曲线所要求解的控制点为 ｎ＋ｋ个，即需要 ｎ＋ｋ

个方程，因此在式（８）提供的 ｎ＋１个方程的基础上再

补充ｋ－１＝４个条件：
ｐ０＝ｖ０，̈ｐ０＝ａ０；
ｐｅ＝ｖｅ，̈ｐｅ＝ａｅ }。 （９）

式中：ｖ０和ｖｅ分别表示关节起始和终止时的速度；ａ０
和ａｅ分别表示关节起始和终止时的加速度。

由式（８）和（９）可得到下列ｎ＋５个方程组：

ＡＤ＝ｐ。 （１０）

式（１０）中：

Ａ∈Ｇ（ｎ＋ｋ）×（ｎ＋ｋ）；

Ｄ＝［Ｄ０，Ｄ１，…，Ｄｎ＋２，Ｄｎ＋３，Ｄｎ＋４］
Ｔ；

ｐ＝［ｐ０，ｐ１，…，ｐｎ，ｖ０，ｖｅ，ａ０，ａｅ］
Ｔ }
。

（１１）

Ａ＝

１

Ｎ１，５（ｕ６） Ｎ２，５（ｕ６） … Ｎ５，５（ｕ６）

Ｎ２，５（ｕ６） Ｎ３，５（ｕ６） … Ｎ７，５（ｕ６）

…

Ｎｎ－１，５（ｕｎ＋４） Ｎｎ，５（ｕｎ＋４） … Ｎｎ＋３，５（ｕｎ＋４）

１

ｖ０１ ｖ０２
ｖｅ１ ｖｅ２

ａ０１ ａ０２ ａ０３
ａ０１ ａ０２ ａ



































０３

。 （１２）

　　由式（１０）可反解出控制点：

Ｄ＝Ａ－１ｐ。 （１３）

根据求出的控制点和节点便可得到关节在 ｔ∈

［ｔ０，ｔｎ］的轨迹，由式（６）可推导出其各阶导曲线：

ｖ（ｔ）＝ｐ（ｕ）＝ ∑
ｉ

ｒ＝ｉ－ｋ＋１
Ｄ１ｒＮｒ，ｋ－１（ｕ）；

ａ（ｔ）＝̈ｐ（ｕ）＝ ∑
ｉ

ｒ＝ｉ－ｋ＋２
Ｄ２ｒＮｒ，ｋ－２（ｕ）；

ｊ（ｔ）＝ｐ…（ｕ）＝ ∑
ｉ

ｒ＝ｉ－ｋ＋３
Ｄ３ｒＮｒ，ｋ－３（ｕ













）。

（１４）

由式（１４）可知，只要知道关节的角度位置与其对

应的时间节点，便可求解出其轨迹曲线及相应的速度

ｖ（ｔ）、加速度ａ（ｔ）和加加速度ｊ（ｔ）曲线。

３　仿真实验

以 ＳＣＡＲＡ４自由度机器人为研究对象，利用
ＭＡＴＬＡＢ中的机器人工具箱 ＲｏｂｏｔｉｃｓＴｏｏｌｂｏｘ对机器
人进行建模，其三维模型如图３所示。左侧 Ｔｅａｃｈ部
分为示教模块，ｘ，ｙ和 ｚ为机器人末端坐标；Ｒ，Ｐ和 Ｙ
为末端绕定轴的旋转角，分别代表滚动、俯仰和偏转；

ｑ１，ｑ２和ｑ４分别为第１、２和４关节的角度；ｑ３为第３
关节的移动距离，可通过拖动滑块调节数值以控制机

·０１· 　 轻工机械　ＬｉｇｈｔＩｎｄｕｓｔｒｙＭａｃｈｉｎｅｒｙ ２０２２年第６期



械臂的运动。

图３　机器人三维模型

Ｆｉｇｕｒｅ３　３Ｄｍｏｄｅｌｏｆｒｏｂｏｔ

　　将机器人末端执行器的运行路径离散化，选择一

组８个路径点作为型值点，通过建立的机器人模型进

行逆运动学的求解，得到各关节在路径点处对应的位

置如表２所示。由于关节４本身的转动对机械臂整体

的运行轨迹并无影响，所以为简化计算过程将其值均

设为零。关节３为移动关节，其余为转动关节。

针对上述数据和建立的模型，采用第２节中构造

的５次Ｂ样条函数对其轨迹曲线进行插值，得到４自

由度机器人末端执行器的运行轨迹曲线如图４所示。

从图中可以看出插值曲线均通过８个型值点，有１０个

控制点，通过调节控制点便可改变插值曲线的形状。

图５所示为机器人末端执行器的实时轨迹，与图４中

５次Ｂ样条函数插值出的曲线基本一致。

表２　各关节节点

Ｔａｂｌｅ２　Ｎｏｄｅｓｏｆｅａｃｈｊｏｉｎｔ

关节号
路径点１

角度／（°） 位移／ｍｍ

路径点２

角度／（°） 位移／ｍｍ

路径点３

角度／（°） 位移／ｍｍ

路径点４

角度／（°） 位移／ｍｍ

１ －１０３ －９１ －７１ －２３

２ －９１ －５９ －１４ ４３

３ ０ －１５０ －７０ ０

４ ０ ０ ０ ０

关节号
路径点５

角度／（°） 位移／ｍｍ

路径点６

角度／（°） 位移／ｍｍ

路径点７

角度／（°） 位移／ｍｍ

路径点８

角度／（°） 位移／ｍｍ

１ ８ ３６ ８１ １１０

２ ８２ ９２ ４２ ９４

３ －１０ －４０ －７０ －１５０

４ ０ ０ ０ ０

图４　５次Ｂ样条插值的轨迹曲线

Ｆｉｇｕｒｅ４　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｃｕｒｖｅｏｆ５ｄｅｇｒｅｅ

Ｂｓｐｌｉｎｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

图５　机器人末端执行器运行轨迹

Ｆｉｇｕｒｅ５　Ｍｏｔｉｏｎｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｒｏｂｏｔｅｎｄｅｆｆｅｃｔｏｒ
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　　设定总运行时间为２０ｓ，起始和终止时刻的速度、

加速度均为零，进行５次Ｂ样条插值，得到如图６所示

的的机器人各关节位置、速度、加速度和加加速度曲

线。为对比分析，同时进行了５次多项式轨迹规划，得

到结果如图７所示。

由以上仿真结果可看出：

１）机器人按照５次多项式与５次 Ｂ样条插值分

别得到的运行轨迹运动，均能完成任务，且起始和终止

时刻的速度、加速度均为零，满足约束要求。

图６　５次Ｂ样条插值的各关节运动曲线

Ｆｉｇｕｒｅ６　Ｍｏｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｅａｃｈｊｏｉｎｔ

ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅｄｂｙ５ｄｅｇｒｅｅＢｓｐｌｉｎｅｓ

２）观察图６（ａ）和图７（ａ）的位置曲线发现按５次

多项式插值方法规划出的运动轨迹明显没有按５次Ｂ

样条插值得到的运动轨迹光滑流畅，即机器人按５次

多项式插值规划轨迹运动时不断地转弯动作，使得机

器人实际运动难度加大。
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图７　５次多项式插值的各关节运动曲线

Ｆｉｇｕｒｅ７　Ｍｏｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｅａｃｈｊｏｉｎｔ

ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅｄｂｙ５ｄｅｇｒｅｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ

３）观察图６（ｂ）、６（ｃ）和图７（ｂ）、７（ｃ）的速度和

加速度曲线均发现５次多项式插值规划得到的速度和

加速度曲线虽然也光滑连续，但是曲线波动非常剧烈，

且波动幅度也非常大，速度波动区间为 －１．０５～１．２２

ｒａｄ／ｓ，加速度波动区间为－１．７５～１．７５ｒａｄ／ｓ２；反观５

次Ｂ样条插值得到的速度和加速度曲线波动则要缓

和得多，且波动范围较小，分别为 －０．８７～１．０５ｒａｄ／ｓ

和－０．７９～０．６１ｒａｄ／ｓ２。速度和加速度波动幅度小、

波动频率低都意味着机器人运行更平稳，因此５次 Ｂ

样条插值轨迹显然要好很多。

４）由图７（ｄ）的加加速度曲线发现５次多项式对

应的加加速度曲线变化非常剧烈，波动范围为－１３．９６

～１５．７１ｒａｄ／ｓ３，且存在很多突变点，说明机器人在不

断地加速和减速，这会影响机器人运动的平稳性；在机

器人末端执行器载有目标物的情况下，非常容易导致

目标物的掉落，严重影响机器人的有效工作。图６（ｄ）

５次Ｂ样条插值的加加速度曲线则波动较为缓和，波

动范围为－０．７０～０．７０ｒａｄ／ｓ３，且曲线光滑连续，说明

对应的机器人加减速较为缓慢和连续，即机器人运动

平稳。

综上可得，与５次多项式的插值曲线相比，５次 Ｂ

样条插值的曲线更加光滑顺畅，波动更少且峰值较低。

这表明机器人在整个运动过程中顺畅连续不会发生抖

动卡顿等现象，能够有效地完成工作任务。

４　结语

课题组以ＳＣＡＲＡ４自由度机器人为研究对象，采

用５次Ｂ样条曲线对其运行轨迹进行了规划研究。

利用弦长参数法和平均值法选取节点，并用离散路径

点反解出控制点，通过指定端点导矢并且保证起始终

止时刻速度、加速度都为零，得到机器人轨迹曲线。通

过ＭＡＴＬＡＢ仿真实验，并与５次多项式插值结果进行

对比，得出５次 Ｂ样条插值的曲线更加光滑顺畅，波

动更少且峰值较低，机器人末端执行器运行路径平稳

顺滑，各关节位置、速度曲线光滑连续，加速度以及加

加速度曲线亦无冲击突变。分析结果表明：基于５次

Ｂ样条轨迹规划的方法合理有效，可降低机器人运行

过程中的振动冲击、减少磨损，进而延长使用寿命。本

研究也为后续的轨迹优化和控制系统设计提供了

参考。
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